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Introducao

Estas sao as notas de aula da disciplina MA720/MM720 — Andlise no R™,
oferecida no Instituto de Matematica, Estatistica e Computagao Cientifica
(IMECC) da Unicamp no primeiro semestre de 2025, simultaneamente para
alunos de graduagdo (MA720) e de mestrado (MM720). O curso teve 29
aulas, de 27 de fevereiro a 1° de julho de 2025; cada secdo destas notas
corresponde a uma aula e tem como titulo a sua data.

Contetdo. “Anélise no R™” é uma versao mais aprofundada e rigorosa
do calculo diferencial e integral em varias varidaveis. A ideia que guia toda
a primeira metade do curso é a linearizagdo: a uma aplicacio diferencidvel
F:U CR" - R™ e aum ponto p € U associamos a sua derivada DF(p),
uma transformagao linear, e procuramos deduzir propriedades de F' perto
de p a partir de propriedades de DF(p), isto é, usando algebra linear. O
exemplo mais importante desse principio é o teorema da funcdo inversa: se
DF(p) é invertivel, entdao F' é invertivel numa vizinhanga de p, com inversa
diferencidvel. Dele decorrem o teorema da funcdo implicita, as formas lo-
cais das imersoes e das submersoes e o teorema do posto, que sao a base da
teoria das subvariedades de R™. A segunda metade do curso trata da integra-
¢do: o objetivo é generalizar a integral | ; f(x) dz para dimensoes superiores,
integrando formas diferenciais sobre variedades (curvas, superficies e seus
andlogos de dimensao arbitraria). O resultado central é o teorema de Stokes,
Sy dw = [55; w, que generaliza o teorema fundamental do célculo e contém,
como casos particulares, os teoremas classicos de Green, Gauss e Stokes do
calculo vetorial. O curso se divide, grosso modo, em quatro partes.

(1) Cdlculo diferencial de fungoes reais (aulas de 27/02 a 27/03): derivadas
direcionais e parciais, funcoes de classe C* e o teorema de Schwarz, a
diferencial, a desigualdade do valor médio, formulas de Taylor, pontos
criticos, otimizacao e multiplicadores de Lagrange.

(2) Aplicagoes diferencidveis (aulas de 03/04 a 13/05): derivada e matriz
jacobiana, derivadas de ordem superior, regra da cadeia, difeomorfis-
mos e o teorema da funcdo inversa, o teorema da funcio implicita,
a forma local das imersdes e das submersoes e o teorema do posto
constante.

(3) Subvariedades de R™ (aulas de 15/05 a 03/06): variedades diferen-
cidveis, cartas e parametrizacoes locais, espaco tangente, aplicagoes
diferenciaveis entre variedades, valores regulares e o teorema de Sard.

(4) Formas diferenciais e integracio (aulas de 03/06 a 01/07): formas
alternadas e produto exterior, formas diferenciais em variedades, ori-
entacdo, derivada exterior, integral de Riemann em R" e mudanca de



variaveis, integragao de formas em cadeias e em variedades com bordo,
e o teorema de Stokes, com os casos classicos de Green, Gauss e Stokes.

A primeira aula (27/02) é uma visao panoramica e informal do curso.

Pré-requisitos. Formalmente, os pré-requisitos da disciplina na Unicamp
sio MA211 (Calculo IT), MA502 (Anélise T) e MA327 (Algebra Linear).
Atencgdo: o curso usa também algumas nogoes de dlgebra multilinear, que
em geral ndo fazem parte de MA327, como aplica¢oes multilineares e formas
alternadas (produto exterior). Elas aparecem nas derivadas de ordem supe-
rior (aula de 03/04) e, sobretudo, nas formas diferenciais (a partir da aula de
03/06); o essencial é apresentado nas préprias aulas, mas vale a pena dedicar
algum tempo extra a esse material (veja, por exemplo, a se¢do “Algebraic
preliminaries” do capitulo 4 de [2]). Na pratica, o curso pressupoe também
alguma familiaridade com a topologia de R™ (conjuntos abertos, fechados,
compactos e conexos, sequéncias, continuidade). Muitos desses conceitos
sdo revisados ao longo do curso; mas, se vocé sentir que precisa reforcar esse
ponto, consulte os primeiros capitulos de [1] ou de [2] e, sobretudo, trabalhe
na Lista 0, que é dedicada justamente a uma revisao de topologia euclidiana.

Aulas de exercicios. Além das aulas tedricas, o curso contou com aulas
semanais de exercicios, ministradas por André Rasera, PED da disciplina.
Os exercicios das listas sao parte fundamental do curso: muitos resultados
e exemplos importantes aparecem apenas neles, e é resolvendo-os que se
aprende de fato a matéria.

Apés as notas de aula hd um apéndice sobre normas em R™, escrito por
André Rasera. Ao final, incluimos as listas de exercicios (Listas 0 a 8) e as
duas provas, com os respectivos gabaritos.

Ementa oficial. Segundo o catdlogo da Unicamp, a ementa da disciplina
MAT720 é:

Célculo de varias varidveis: aplicagoes diferencidveis, diferencial e ma-
triz jacobiana, desigualdade do valor médio, regra da cadeia, derivadas
de ordem superior, férmula de Taylor, teorema da funcao inversa e im-
plicita, forma local das imersoes e submersdes e o teorema do posto.
Subvariedades de R™: valores e pontos regulares, espaco tangente, pa-
rametrizagoes locais. Integracao, integrais de linha e de superficies,
formas diferenciais e integragdo sobre variedades, teorema de Stokes
(Green e Gauss).

Bibliografia. As aulas se basearam principalmente em [1] e [2]; algumas
partes usaram também [3] e [4], e a parte de integragdo usou também [5].



[1] E.L. Lima, Curso de Andlise, vol. 2. Projeto Euclides, IMPA, Rio de
Janeiro.

[2] M. Spivak, Calculus on Manifolds: A Modern Approach to Classical
Theorems of Advanced Calculus. W. A. Benjamin, Nova York, 1965.

[3] G.B. Folland, Advanced Calculus. Prentice Hall, Upper Saddle River,
2002.

[4] W. Fleming, Functions of Several Variables, 2% ed. Undergraduate
Texts in Mathematics, Springer, Nova York, 1977.

[5] V.A. Zorich, Mathematical Analysis II. Universitext, Springer, Berlim,
2004.

Sobre estas notas. Estas sdo notas de aula: elas reproduzem o que foi
feito em sala, e por isso o estilo é casual e informal, com demonstragoes
as vezes apenas esbocadas e detalhes deixados como exercicio. Elas nao
pretendem ser tdo completas nem tdo cuidadosas quanto um livro-texto;
para isso, recomendamos a bibliografia acima.

Atencao: estas notas foram digitalizadas com o auxilio de inteligéncia
artificial a partir do manuscrito usado em sala de aula (as primeiras aulas
foram inicialmente digitadas por Izabella Calais), e ndo foram revisa-
das cuidadosamente pelo autor. Elas certamente contém erros, tanto de
transcrigdo quanto matematicos, e devem ser lidas com cautela. Corregoes
e sugestoes sdo bem-vindas.



Notas de aula

1 27/02

0) Introducgao

“Analise no R™” é uma versido mais aprofundada do célculo em vérias varié-
veis. Este curso corresponde ao que também é chamado de “célculo avan-
cado”.

Nosso objeto de estudo serdo as aplicagoes' diferencidveis (o que isto
quer dizer exatamente sera discutido ao longo do curso)

F: X CR" — R™,
0 que equivale a dar m funcgoes reais de n variaveis reais:

y1 = Fi(z1,...,zp),

Ym = Fn(z1,...,20).
Exemplo 1.1 (Mudanca de coordenadas). Seja
X={(r0) cR*:r >0, —1 <0 <n}

e considere

F: X —R? (r,0) — (rcosf,rsenf).
——
Fy F
0 Y
T 0 = 6o
90
x

-7
Exemplo 1.2 (Parametrizacio local). Seja X = {(z,y) € R? : 22 +¢% < 1}

e considere
F: X - R3, (z,y) = (z,y,4/1 — 2% — y?).

A imagem de F' é o hemisfério norte da esfera unitaria.

Hsto é, funcdes a valores vetoriais.



P N (xay) 3
/// / F R F(I7y)

Exemplo 1.3 (Projegdo). A aplicagao
FiRSRL,  (2,9,2) ~ (2,0)
projeta uma figura do espago na sua “sombra” no plano zy.

z

(z,y,2)

/&y
T (z,y)

Linearizacdo. A uma aplicacdo F': X — R" e a um ponto p € X associ-
aremos uma transformacao linear

DF(p): R" - R™,

a derivada de F em p, tal que a funcao x — F(p)+ DF(p)(x —p) é a melhor
aproximacao afim de F' perto de p.

Exemplo 1.4. Se f: R — R é diferenciavel em p, entao

Df(p): R =R, v fl(p).

Y y = f(x)

y=fp)+f(p)(x—p)

y = f'(p) x (gréfico de Df(p))




Em geral, DF(p) é representada pela matriz jacobiana, cujas entradas
sdo as derivadas parciais das fun¢bes componentes:

) - 5B
JF(p) = : :
Gm(p) -+ GEn(p)

A “filosofia do célculo diferencial” é deduzir propriedades de F' na vizi-
nhanga de p a partir de sua linearizacao DF(p).

Teorema 1.5 (Funcdo inversa). Se F: R® — R" ¢ de classe C! (isto ¢,
continuamente diferencidvel) e DF(p) € invertivel (isto é, det JF(p) # 0),
entdo “F € invertivel em uma vizinhanca de p”.

Ou seja, F' é uma “mudanga de varidveis” perto de p. Deste teorema
decorrem o teorema da funcdo implicita, a forma local das imersoes e sub-
mersoes, etc., e, a partir dai, a teoria das subvariedades de R™ (curvas,
superficies, etc.).

~—— curva

Integral. J& em uma varidvel existem trés nog¢oes de integral:

indefinida definida
“primitiva” “com sinal” “sem sinal”
b
[t@yde [ fada f(x) da
a (a,b]

A integral “sem sinal” é a que aparece na teoria da medida.

Nosso objetivo é generalizar a integral [ ; f(z) dx para dimensoes supe-
riores. Dados

{w uma k-forma diferencial (o integrando),

M uma k-variedade (ou k-cadeia) orientada (o dominio de integracao),

10



definiremos a integral

/wER.
M

Esta nocdo generaliza as integrais de linha e de superficie e as integrais
multiplas.

Exemplo 1.6. Uma 1-forma em R” é uma expressao
w= fidry + -+ fndry.

Dado um caminho (curva parametrizada) c: [0,1] — R", ¢ = (c1,...,¢n),

obtemos a integral de linha

1
Jo= [ ntenda®) + -+ fule®) dea(t)
1
= [ (R ® + - + fule®)e(0) dt
Exemplo 1.7. Uma 2-forma em R3 (nas varidveis x,y, z) é uma expressio

w=fdrANdy+gdx ANdz+ hdy Adz,
cuja integral corresponde a integral de superficie.
Calculo de formas diferenciais. Dadas formas w,n, temos o produto

exterior (ou produto “wedge”) w A m, que nao é comutativo. Dada uma
forma w, temos a sua derivada exterior dw.

Exemplo 1.8. Em R?,

d(fdx+ gdy) =df Ndx+dg N dy

af of dg dg
(8 dz +8—dy)Adm+(a—da:+a—dy)Ady
_of of dg dg

de Ndx + -~ dy Ndx —i——dw/\dy—i——dy/\dy
O ~——— 8 ox 8

T v M
dg Of
= (g ~ay) e n

11



Teorema 1.9 (Stokes em R").

/ dw:/ w,
M oM

onde w é uma (k—1)-forma diferencial (de classe C1), M é uma k-variedade
compacta e orientada, com bordo, e M € o bordo de M, com a orientagdo
induzida.

Exemplo 1.10. Em R2, com k = 2, tome w = f dz + gdy e M uma regido
do plano:

oM
Pelo teorema de Stokes e pela conta do exemplo anterior,

dg Of
d dy = 2 L) dx Ad
/8Mf r+gdy /M(ax ay) x Ady,

que é o teorema de Green.

12



2 06/03

Nosso objetivo agora é generalizar a derivada para funcées de varias varia-
veis.

Notagao. A norma euclidiana em R"™ é dada por

’U:(’Ul,...,’un) ~ ||'UH: U%‘f—"'-i-’l)%.

1) Derivadas direcionais
Seja U C R™ um aberto?, isto é, para todo p € U existe ¢ > 0 tal que

|z —pl|<e = zeU.

Seja f: U — R uma funcao e v € R" um vetor.

Definigao 2.1. Dado p € U, a derivada direcional de f em p na diregao de
v é o limite (quando existir)

of .. flp+hv)— f(p)
%(p) 50 h '

Isto é, %(p) é a derivada da fungao de uma varidvel x — f(p + zv) em
z=0.

Observagao. Atencao: a derivada direcional depende também de [|v||, e ndo
apenas da direcao de v!

2A letra U vem do alemio Umgebung (vizinhanga).

13



Forma equivalente da definicao.

of

fp+hv) = f(p)+ By

() h+o(h),  h— o0

Aqui usamos a notacio de Bachmann-Landau?®: escrevemos f(x) = o(g(z))
quando = — a se
()

S glo)

Assim, a equagao acima diz que, “perto de h = 0, h — f(p + hv) é aproxi-
mada por h+— f(p) + %(p)h”.

Observagao (Importante). Se existe o € R tal que

f(p+hv) = f(p) +ah+o(h), h — 0,

entao necessariamente o = g—v(p).

Exemplo 2.2. Seja f: R" = R, f(z) = ||z||> = 2?2 +--- + 22. Quanto vale
%(p), para v e p quaisquer? Usando o produto interno (v, w) = Y1 ; v;w;,

temos

flp+hv) = (p+ho,p+ho) = |Ipl|® +2(p,v) h+ h?||v]?,
S~~~ N——

f(») o(h)
e portanto
of
5, P) = 2(p,v) = 2(prv1 + -+ pavn).
Exercicio 2.3. Mostre que, se A € R, entao

of of

Se v, w € R", vale em geral que

of - of, . of .
A base canonica de R™ é denotada por ey, ..., ey, onde e; = (1,0,...,0),
etc.
R? R3
€ €3
€1 €2

€1

30 “0” vem do alemdo Ordnung (ordem).

14



Definigdo 2.4. A i-ésima derivada parcial de f em p é

of (p) = ﬁ(p) — lim f(p1,y..oypi+hy....pn) — f(p)
8£Ui ’ 862' h—0 A .
Aqui estamos pensando em f como uma funcdo nas “variaveis x1,...,z,"

Observagdo 2.5.

o Outras notagoes:

0
O0x; lp

fl‘i (p)a azf(p)a 8J:zf(p)7 Dif(p)a f7

(a primeira é comum em EDP).

o Em R? (resp. R?) usamos as varidveis x,y (resp. x,y, 2), e as derivadas
parciais se escrevem
of of of

ox’ Oy 0z
Exemplo 2.6. Seja U = {(x,y) e R?: z # 0} e

0:U — R, (z,y) — arctg(y/x).

Y arctgt
| x
U : (x,y) 77777777 201
S, t
A -5
Entao
9 _ 1 <_£) __ Y 9 _ 1 1z
dr 1+ (y/x)2 \ a2/ 22442 9y 1+ (y/x)? x a2y

A existéncia de todas as derivadas parciais ndo implica a existéncia de
derivadas direcionais em todas as direcoes.

Exemplo 2.7. Seja

f:R2—>R, (x’y)H{x—i-y, z=0ouy=0,

1, caso contrario.

15



f=1 f=1
o
f=¢ °
— T
=y
7=1 r=1
Temos of of
HO=50=1

Mas, se v € R?\ {0} ndo é proporcional a e; ou e, entdo
f(hw) = f(0) _ 1
h R’

que nado tem limite quando h — 0!

Note que a fungdo f acima ndo é continua em 0 (mas é “diferenciavel”
nas dire¢oes horizontal e vertical).

Mesmo a existéncia de % em todas as dire¢des v ndo implica continui-
dade!

Exemplo 2.8. Seja

f:]R2%]R, (z,y) — ¢ 22 +y?’

4
1
Como f(y%,y) = LA (para y # 0), f ndo é continua em (z,y) = 0.

2yt T 2
Mas, se v = (v1,v2) € R\ {0},
f(hv) — f(0) _ h¥vv3 _ v}
h "~ h-Rh2(v? 4 h203) v+ h2vd

(e f(hv) =0 se vy =0), de modo que
(9f 0, v = 0,
67(0) = 2

v vy /v, v # 0.
of

Em particular, 5 (0) existe para todo v.

Exercicio 2.9. Mostre que a existéncia de derivadas parciais limitadas de
f: U — R (U aberto) em todo ponto de U implica que f é continua em U.

16



Em uma variavel: se f: I — R, com I um intervalo aberto, é tal que
f'(x) =0 em I, entdo f é constante. Qual é o andlogo em vérias varidveis?

Observagio 2.10. E importante que [ seja um intervalo (conexo):

Y
2+ o———0
f'=0, mas f
1+ o— nao é constante!

Definicao 2.11. X C R"” é conexo se ndo existem abertos disjuntos U,V C
R"” tais que
XNU#D, XNV#AD e XCUUV.

CONEX0 desconexo

Lema 2.12. Se U C R™ € um aberto conexo e p,q € U, entdo existe um
caminho poligonal em U com vértices

p=Dbo, P1, ---» Pk =4¢
tal que, para todo i =0,...,k —1, pii1 —p; € colinear a algum e;.
i Pit1 — Pi = Aej
— >
Pi+1 !
Demonstragdo. Exercicio! O

Observagdo 2.13. A hipdtese “aberto” é importante: o circulo
St ={(z,y) eR* : 2% +¢* =1}

¢é conexo, mas nao vale a conclusao do lema)

17
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a
\

Proposicao 2.14. Se U C R™ é um aberto conexo e f: U — R é tal que

é%- =0 em U para todo i =1,...,n, entdo f € constante.

Demonstragio. Fixe p € U. Queremos mostrar que f(q) = f(p) para todo
q € U. Considere um caminho poligonal de p a ¢ como no lema.

Por indugao, basta mostrar que f(pi+1) = f(p;) para todoi=0,...,k — 1.

Seja j € {1,...,n} tal que pit1 = p; + Aej. Aplicando o teorema do
valor médio (TVM) a funcdo ¢(t) = f(p;+te;), definida em [0, A] (ou [A,0]),
obtemos

Fpiv1) = f(pi) = o(N) — 9(0) = ¢ (O)X

para algum 6 entre 0 e A\. Mas

i + (0 + h)e;) — f(pi + Oe; 0

Logo, f(piy1) = f(pi)- o

18



3 11/03

Aula passada. Derivadas direcionais e parciais: dados f: U - Rep € U,

definimos %(p) e %(p)

2) Fungoes de classe C*

Seja U C R™ aberto e f: U — R. Se %(p) existe em todo p € U, obtemos
uma fungao
of

8.1/‘1'

e podemos considerar a “derivada de segunda ordem”:

U —R

i(af) )_5(%)()_. 92 f
a$j 83% p)= 833‘]' p)= 8a:j8xip’

Em geral, uma “derivada de ordem m” é

omf g ;0 of
Oxyy - Oy, = e, ((93% ( ((%vim) ))

Observagdo. Atengdo: em geral, a ordem importa!

Convengdo: a “derivada de ordem 0”7 é a prépria funcio.

Definicdo 3.1. Dado k € N = {0,1,2,...}, dizemos que f: U — R é de
classe C* se, para todo m < k, todas as derivadas parciais de ordem m de
f existem e sdo continuas em U. Dizemos que f ¢é de classe C*°, ou suave,
se f é de classe C* para todo k € N.

Observagdo 3.2.

« (CY: funcdo continua.

« O funcdo continuamente diferencidvel.

Notagado. Para k € NU{oo} e U C R" aberto,
CHU)={f: U —R: f de classe C*}.
Exemplo 3.3. Fungbes polinomiais sdo de classe C*°:

f:R" - R, mHanxo‘,

la|<d

onde a = (aq,...,ap) € N® é um “multi-indice”, |o| = a1 + -+ + a, e

o al (07
=z,

19



Exemplo 3.4. det: M, «,(R) = R™ — R é de classe C°. Para n = 2:

Tr11 12
= T11T22 — 12221
T21 22

Exemplo 3.5. f: R — R, z +— 2'/3, ¢ de classe C, mas nao de classe C:

nao é diferenciavel em z = 0!

y = z1/3

Exercicio 3.6.

« Mostre que C*(U) é uma R-4lgebra comutativa (com a soma e o pro-
duto usuais de fungdes) e que, se f € C*(U) nio se anula em nenhum
ponto de U, entao % € CkU).

e Mostre que temos inclusoes estritas
Co(U)2CHU) 2C*U) 2--- 2 CX(U).
Exemplo 3.7 (Exercicio). Seja

zy(z? —y?)

9 . o b) 07
f:R? 5 R, (z,y) — 22 +y? (z,9) #

0, (z,y) = 0.

o féC>®em R%\ {0}.

e A derivada parcial em x é

y(zt + da?y? — y?h)
) ) 07
Uwor  @oeo{ @eop 0 007
oz
07 ($7 y) = )

e analogamente para %; ambas sao continuas em 0.

h® 0% f
. Of - —_ = —
5:(0,h) i h, logo y0r (0,0) 1.
0% f 0% f
] _ = e e '
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Teorema 3.8 (Schwarz). Se f € C?(U), entdo

0% f B 0% f
al‘iaiﬁj - 8:5]8:1:Z

para todos 1,5 =1,...,n.

Demonstragio. Faremos o caso n = 2. Tome p = (z,y) € U e h,k € R\ {0}
tais que o retangulo de vértices (z,y), (z + h,y), (x,y + k), (x + h,y + k)
esteja contido em U.

(r,y+k) (x+h,y+k)

(z,y) h (z+hy)
Seja
S=fle+hy+k)—flx+hy) - flz,y+k)+ flz,y)
Se ¢(t) = f(t,y + k) — f(t,y), entdo
S =p(x+h)—p(x).
Pelo TVM (z,y, h, k fixos!),
S = ¢ (z +0h)h, 0<6<1

9 ]
(8—£( +0h,y+ k) — a%;( +0h,) ) h.

Pelo TVM de novo:
0% f

5= dyox

(x + Oh,y + 0'k) kh, 0<0,6 <1.

Repetindo o mesmo argumento com a fungdo ¥(t) = f(z + h,t) — f(z,t),
obtemos

0% f
= h 'k) hk 0 f < 1.
axay(x+p Y+ p'k) hk, <p,p <
Logo,
>’f *f
Oh k) = h 'k).
8y8x(x+ Y+ 0'k) Gmay(x+’0 Y+ p'k)
Como as derivadas de ordem 2 de f sdo continuas, concluimos a demonstra-
¢ao fazendo h,k — 0. O

Segue por inducio (exercicio!) que, se f € C*(U) com k > 2, entdo a
ordem em que sdo tomadas as derivadas de ordem < k£ ndo importa!
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Notagcado. Se a = (aq,...,ay) € N,

(c; derivadas parciais com relagdo a ;).

3) Diferencial de uma fungao

Em uma variavel:
f diferencidvel em p <= existe uma reta tangente ao grafico de f em p,

e a reta tangente é o grafico da funcdo afim que melhor aproxima f em p.
A derivada f’(p) é unicamente determinada por

flp+h)= f(p)+ f'(p)h + o(h).

fungdo afim em h

Lembrete. Um funcional linear em R™ é uma funcao da forma
{: R" - R, v =Vl + -+ L0,
(com ¢; = le; € R).

Definicao 3.9. Dizemos que f: U — R (U aberto em R™) é diferencidvel
em p € U se existe um funcional linear £: R™ — R tal que

flp+v)=fp) +lv+o(l), v—=0,

onde ||v|| é a norma de v.

Aqui, “v estd variando, se aproximando do vetor nulo”.
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Lema 3.10. Se f ¢ diferencidvel em p, entdo, para todo v € R",

_9f

fv = 9

(p)-

Em particular, £; = %(p)-

Demonstragdo. Fixe v e considere hv, com h — 0, na defini¢do de diferen-
ciabilidade:

f(p+hv) = f(p) + £(hv) + o(hl|v]])
= f(p) + (fv) - h + o(h).

Pela definigao da derivada direcional (e pela observacao de que o coeficiente
de h numa tal expansao é unico), segue que fv = %(p). O

Definicao 3.11. Se f ¢é diferencidavel em p, a diferencial de f em p é o
funcional linear

n of " Of
df(p): R" — R, ng@ZQ%ﬁm

E esta a generalizacio da derivadal

Com esta notacao:

flo+v) = f(p) +df(p)v+o(vf)),  v—=0.

23



4 13/03

Aula passada. Vimos as funcoes de classe C* e a nocio de diferenciabi-
lidade: f: U — R é diferenciavel em p se

flp+v)=f(p) +df(p)v+o(v]), v—0,

onde 5 n 4
Go) R R v D=3

¢ um funcional linear! (A ltima igualdade vale quando f é diferencidvel.)

3) Diferencial de uma fung¢ao (cont.)
Exemplo 4.1. Seja f: R® - R, f(z) = ||z||> =22 + -+ + 22. Temos

flp+v)=(p+v,p+v)
= plI> +2(p,v) + v]*>, v—0,
——
o(llll)

e v +— 2 (p,v) é um funcional linear! Logo f é diferencidvel em p e

df(p)'U =2 <p7U> = 2p1U1 + -+ 2pnvn
of of

= Tm(l))vl +"‘+8T%(P)Un~

Proposicao 4.2. Se f: U — R € diferencidvel em p, entdo f € continua
em p.

Demonstragdo. Quando v — 0,

f(p+v) = f(p) +df(p)v + o(|[v]])
o(1) o(1)

= f(p) +o(1). O
Exemplo 4.3. Considere
2

Yy
—_ 0
f:R? 5 R, (2,y) — 22+ y?’ (z,9) 70,

0, (z,y) = 0.

A fungdo f é continua em 0, pois f(0) =0e

I

ol 2 z,y)| - ||(z,
o) = gy < Ll ey

= [(z, y)lI
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Sera que f é diferenciavel em 07 Temos

of
50 =50 =

Neste caso, f ¢ diferencidvel em 0 se, e somente se, f(v) = o(]|v|]) quando
v — 0. Mas, tomando v = (h, h),

J0) = 5 = 5 # ol|h).

Logo f nao é diferencidavel em 0.

Observagao 4.4. Outra maneira de ver isso: dado v = (v, v2) # 0,

hvl(hvz)z o 1}17)% . Bf( 0) = 121?)%
(hv1)2 + (hv2)?2  vf + 02 o vl

f(hv) =

Assim, v — %(O) nao é linear! Portanto f ndo é diferenciavel em 0.

Exercicio 4.5. Estude a diferenciabilidade de

3

Ty
— 0
f:R2ﬁR7 ($7y) x2+y47 ('Iay)?é ’

0, (z,y) = 0.

A existéncia de derivadas direcionais ndo garante diferenciabilidade, mas:

Teorema 4.6. Se f: U — R € de classe C', entdo f € diferencidvel em
(todo ponto de) U.

Demonstracdo. Sejam p € U e v € R” suficientemente pequeno.

Queremos mostrar que

n
flp+v)— Z p)v; + o(||v|]), v — 0.
1
Considere os pontos
Po=p, p1=p+t+vie, p2=p+vier+v2e2, ..., Pp=p+0,

de forma que

flp+v)— f(p) = Z(f(pi) — fpic1)).



p3=p+v es

N V3€s3 €9

p1 v2€2 D2

Aplicando o teorema do valor médio (TVM) a p;(t) = f(pi—1+te;), obtemos
f(pi) = F(pi1) = wi(vi) — ¢i(0)

= ¢ (0i) vi
aaf (pz 1+061) Uy
para algum 6; entre 0 e v;. Logo,
fp+wv)— Z pz—l + 0iei) v;

:z:1§f U1+Z( pz 1‘1‘96@) gi:(p)>vl

(*)

O termo (*) é o(]|v||) quando v — 0, pois:

. aTi-@i—l + 0;¢e;) — g—i(p) — 0 (continuidade de 8f -1). O

Temos, portanto, o seguinte diagrama de implicagoes:

classe O | =——= | diferenci4vel | =—— | continua

H

todas as derivadas
direcionais existem

Exemplo 4.7. A funcao

zy(z® — y?)
) ) 07

f:R2—>]R, (z,y) — x2 + o2 (z,y) #
0, (z,y) =0,

é diferencidvel em R?, pois é de classe C' (Exercicio 14 da Lista 1; ver o
exemplo da aula de 11/03).
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Exemplo 4.8. Toda fung¢ao polinomial é diferencidvel (pois é de classe C™).
Exemplo 4.9. Seja z;: R" — R, xz +— x; (proje¢ao na i-ésima coordenada).
A funcao x; é diferencidvel (pois é C™) e
dyci (p)v = Vj;,

ja que

pitvi= pi +vi+ 0 .

z; (p+v) zi(p) o(llvl)
Em particular,
1, sei =y,

dzi(p)e; = ;5 = {0 it

Isto é, dz1(p),...,dz,(p) é a base de (R™)* dual a ey, ..., e,.

Segue do exemplo que, se f é diferencidvel em p, entao

of of
d =—(p)d <o+ ——(p) dxn(p).
f(p) = 5, ) dur(p) + -+ + 5 =(p) den(p)
Se f é diferencidvel em (todo ponto de) U, escrevemos simplesmente
of of
df = —d o ——dzy,
if s T+ + Bz, T

(identidade de aplicacoes U — (R™)*). Intuitivamente, se y = f(z),
e dx; = incremento infinitesimal na “variavel independente” x;;

e dy = df = incremento infinitesimal na “variavel dependente” y.

Exemplo 4.10. Seja 0(z,y) = arctg(y/z), definida em U = {(z,y) € R? :
x # 0}. Entao
Y

df = — dx d
22+ o2 + 22+ o2 Y
(o “elemento de dngulo”). Podemos escrever
_/(__Y x
W={(-ryr ) o))
variacdo infinitesimal
vetor ortogonal a (z,y) em (z,y)
y, (-y,2)
x? 4+ y?




Exercicio 4.11. Mostre que, se f,g: U — R sdo diferenciaveis, entdo f+g,
f-ge f/g (se g nunca se anula) sdo diferencidveis e valem

d(f+g9)=df +dg,  d(fg)=fdg+gdf, d(f/g9)= W-

Definicao 4.12. O gradiente de uma funcao diferenciavel no ponto p é o

vetor
_(9f of n
Vip) = ((%Ul(p)y cee axn(p)) e R".

A relacdo entre gradiente e diferencial é
of
= %(P)-
Seja u € R™ unitéario (||u]| = 1). Pela desigualdade de Cauchy—Schwarz,

of
ou

(Vf(p),v) =df (p)v

<p>\ <IViw)l,

e vale a igualdade se, e somente se, u é colinear a V f(p) (supondo V f(p) #
0!). Assim,
Vf(p) of

U= —="——— maximiza ur— =—(p).

IVl du

Em palavras: “V f(p) aponta na dire¢do de maior crescimento de f em p, e
a norma ||V f(p)| é a taxa de crescimento nesta diregao”.

Observagdo 4.13. O vetor —V f(p) aponta na diregdo de maior decresci-
mento.

Método do gradiente (“gradient descent”). O objetivo é minimizar
uma funcao f: R” — R:
e escolhemos zg € R";

o definimos zx11 = zx — 1%V f(2k), onde v, > 0 é o “passo”.

Assim, espera-se que f(xg) = f(x1) > -+ e que xj se aproxime de um ponto
de minimo z* de f.




O método do gradiente (e suas variantes, como o método do gradiente esto-
céstico) é uma ferramenta de otimizagao essencial em aprendizado de m4-
quina e inteligéncia artificial: é com ele que se “treinam” as redes neurais,
minimizando uma funcdo de custo que depende de um nitmero enorme de
parametros. Para saber mais, veja por exemplo os livros-texto

e S. Boyd e L. Vandenberghe, Convex Optimization, Cambridge Univer-
sity Press, 2004 (cap. 9);

e I. Goodfellow, Y. Bengio e A. Courville, Deep Learning, MIT Press,
2016 (cap. 4 e 8).

Exercicio 4.14. Mostre que, se f: U — R é diferenciavel e p € U é um
extremo local de f, entdao V f(p) = 0.
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4) Desigualdade do valor médio
Sejam U C R™ abertoe f: U — R. Dados p € U e v € R”, suponha que

p,p+v]={p+tv:0<t<1} CU.

Lema 5.1. Seja ¢(t) = f(p +tv). Para todo t € (0,1) tal que f é diferen-
ciavel em p + tv, vale

¢'(t) = df (p + tv)v = %(er tv) (=(Vf(p+tv),v)).

Demonstragdo. Quando h — 0,
o(t+h) = f(p+tv+ hv)

= f(p+tv) +df (p + tv)(hv) + o(||hv]|)
= f(p+tv) +df (p+ tv)vh + o(h). O
N———— N—————

Observagdo 5.2.

o J& sabiamos disso: considere ¢(s) = ¢(s +1t) = f(q + sv), onde
g =p+ tv; entio ¥/ (0) = 5l (a) = df (a)v.

e Este é um caso particular da “regra da cadeia”, que veremos mais a
frente.

Teorema 5.3 (Valor médio). Se f ¢é continua em [p,p + v| (segmento fe-
chado) e diferencidvel em (p,p+v) (segmento aberto), entao existe 0 € (0,1)
tal que

Fo-+0) = 1) = d(p + 0o = o

(p+0v) (=(Vf(p+06v),v)).

Demonstracao. Seja p(t) = f(p+tv). O resultado segue do lema e do TVM
em uma variavel. O
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Se £: R® — R é um funcional linear, a “norma de operador” de ¢ é

1]l = sup{|fv] : v € R”, [lvf| = 1}

1
:sup{m:veR”\{O}}.
v
Note que [¢v] < ||¢||||v|| para todo v € R™.
Exercicio 5.4. Mostre que, se w € R"™ é tal que v = (w,v), en-
tao |lw| = ||4||, onde |Jw|| é a norma euclidiana. (Note que se fv =

lor + -+ + Loy, entdo w = (01, ..., 4,).)

Em particular, se f é diferencidvel em p,

ldf )l = IV F ()l

onde a esquerda temos a norma de operador e a direita a norma euclidiana.

Corolario 5.5 (Desigualdade do valor médio). Sejam K C U um sub-
conjunto convexo onde f ¢ diferencidvel e C > 0 uma constante tal que
\ldf (z)|| < C para todo = € K. Entdo, para todos p,q € K, vale

|f(q) = f(p)| < Cllg—pl.

Demonstragio. Dados p,q € K, temos [p,q] € K. Pelo TVM (com
v=q—p),
fl@) = f(p) = df (p+ 6(q — p))(a — p)

para algum 6 € (0,1). Logo,
f(a) = f)] < ||df (0 +6(q = p)) | lla — »l
< Cllg = pl|- O

Definigao 5.6. Uma funcgdo f: X C R™ — R ¢é dita de Lipschitz se existe
C > 0 tal que

|f(q) — f(p)| < Cllg—p|| para todos p,q € X.

A desigualdade do valor médio mostra que f é de Lipschitz em K.

Exercicio 5.7. Mostre que, se f é de classe C! e K é compacto (além de
convexo), a hipdtese do corolario é automaticamente satisfeita para alguma
constante C' > 0.
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5) Férmulas de Taylor

A derivada fornece uma aproximacao de primeira ordem; as férmulas de
Taylor fornecem aproximagoes de ordens maiores:

f(p+v) = Pp(v) + ri(v),

onde Py (v) = 32| )<k Cav® € um polindmio de grau < k (que depende de f e
p) e m:(v) = o(||v||*) é o resto.

Exemplo 5.8.

e Se f é diferenciavel,

flp+v) = f(p) +df(p)v +o(|lvll) = f(p) + D 3, P vi + o(llvl])-
2:1 1 H,—/

r1(v)

Pi(v)
e Se f é duas vezes diferenciavel,

_ " of 1 " 9%f - 9
4 0) = £+ 3 g0 30 5o 0 +oll)

_ L r2(v)

Py(v)

Definicao 5.9. Dado k£ > 2, uma funcdo f: U — R é k vezes diferencidvel
em p € U se f é diferencidvel numa vizinhanca de p e E% é k — 1 vezes
diferencidvel em p, para todo i =1,...,n.

Exemplo 5.10. Se f € C¥(U), entdo f é k vezes diferencidvel em todo
ponto de U.

Exercicio 5.11. Mostre que o teorema de Schwarz vale mais geralmente
para fungoes duas vezes diferenciaveis. (Ver Elon.)

Definicao 5.12. A k-ésima diferencial em p de uma funcdo f k vezes dife-
renciavel em p é a funcao

dkf(p): R" — R, v dkf(p)fu@k,

onde (notacao)

i1

i1 ip=1

Note que d¥ f(p) é uma funcio polinomial homogénea de grau k.
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Exemplo 5.13. Em R?, denotando v = (h, k),

_O*f 0 f 0 f 0% f

d? ®2 = Z L (p)h? hk kh + —=(p) k*
f(p)v 5z PV A7+ 920y (p) hk + g0z (p) kh + 052 ()
P f, o o OPf Pf, o
- — 2 Z L
5pz PV A+ axay(p) hk + 042 (p) K,
que é a forma quadrética em (h, k):

*f *f
52 P) 10y @)/

() P ) Ly |\
Oyox b Oy? b

matriz simétrica (Schwarz)

Mais geralmente:

Definigao 5.14. Se f é duas vezes diferenciavel em p, a matriz hessiana de
fempé

0% f 0% f
87,%(10) " Smiomn p)
Hf(p) = : : € Mysxn(R).
0% f 0% f
01,021 p) - 87;%(]9)

Note que H f(p) é a tnica matriz simétrica (pelo teorema de Schwarz)
que representa a forma quadrética d?f(p):

&’ f(p)v®* = (H f (p)v,v)

T 0 f
=Y 2@ +2 Y 5 ——(p) v
P 0z ' I<i<icn O0z;0x;
2
=2 (a> 0" f(p) ",
|a|=2
onde, na ultima soma, a = (0,...,2,...,0) oua=(0,...,1,...,1,...,0).

Exercicio 5.15. Mostre que, se f é k vezes diferencidavel em p, entao

dkf(p)v®k — Z (z) 8af(p) ’Ua, onde (z) . k! k!

T
o=k (%) ! (07°%

é o “numero de maneiras de separar k objetos em n caixas, com «; objetos
na i-ésima caixa”.
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Aula passada. Vimos as fungdes k vezes diferencidveis e a k-ésima dife-
rencial

dkf(p)v®k — i L(}?) Uir + Uy exegicio Z k 8o‘f(p) 0
o Oy -+ 0z, " 'k a '

|ae|=k

5) Férmulas de Taylor (cont.)

Definicao 6.1. Dizemos que f se anula a ordem k+ 1 em p se

f(p)=0, df(p)=0, ..., d*f(p)=0

(igualdades de fungoes). Pelo exercicio seguinte, isso equivale a ter 9% f(p) =
0 para todo multi-indice o com || < k.

Exercicio 6.2. Mostre que, se f(x) = cox® é uma funcao polinomial
’ lof<d “a

que se anula identicamente em uma vizinhanga da origem, entdo c, = 0 para

todo a.

Teorema 6.3. Sejam k > 1 e f uma funcao k vezes diferencidvel em 0 € R™.
Se f se anula a ordem k41 em 0, entdo

fw)=o(lvl*),  v—o.

Demonstragdo. Por inducdo em k.
k = 1: é imediato da definicdo de diferenciabilidade.

k > 2: suponha que o resultado vale até kK — 1. Como % é k — 1 vezes
diferenciavel e se anula a ordem k em 0,

of k-1
v) = o(||v||"™ v—0
5-(0) = of[o] "), ,
para todo ¢ = 1,...,n. Pelo TVM, para todo v suficientemente pequeno,

existe 6 € (0,1) tal que

£(v) = df (Bv)o = Z gg (00) 01
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Dividindo por ||v]|*:

o
F) &5 00)
Joll* & ol o]l

—0 limitado

— 0, v — 0. ]

Corolario 6.4 (Férmula de Taylor infinitesimal). Se f é k vezes diferen-
citdvel em p, entdo, quando v — 0,

Flp+v) = F@) + dF @) + -+ o F )0 + o u])

ko .
d' f(p)v®* k
=S S o).
; i!
=0
Demonstragdo. Basta notar que

r(w) = o+ 0) = f(p) = df(p)o - — o)™

é k vezes diferencidvel em 0 e se anula a ordem k + 1 em 0 (verifique!). O

Observagdo 6.5. Pelo exercicio da aula passada, podemos escrever

s+ = XTI ey oo,

laf<k

ou, com T =p-—+ v,

s = 3 LI el

|o| <k
Exemplo 6.6. Qual é a férmula de Taylor infinitesimal de ordem 5 de
flz,y) =2/(1+zy) em (z,y) = 07
Poderfamos calcular as derivadas: f(0) =0,
of lday—ay 1 of

— — ZL)y=1
ox (14 2y)? (1+ zy)? O (0) =1,

Mais inteligente:

T 1
= -
1+zy 1= (—zy)
= z(1+ (—zy) + (—2y)* + (—2y)’ +---), |yl <1
= z—2%y+ 2%y —afP (1 —zy+ 2%y —---).
—
polinémio de grau <5 limitado
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Além disso,

o = (o) (ean) &

limitado limitado

Portanto,

flz,y) =z — 2%y + 2%y* + o(||(z,y)|°).

Exercicio 6.7. Use a férmula de Taylor infinitesimal para mostrar que
vale a volta do teorema acima. Conclua a unicidade da férmula de Taylor
infinitesimal: se f é k vezes diferencidvel em p e P;(v) sao fungdes polinomiais
homogéneas de grau ¢ em v tais que

fp+v) = Po(v) + Pi(v) + - + Pi(v) +o(|[v]*), v =0,

entao

_d' f(p)v®

Pi(v) = p para todo i =0, ..., k.

Em uma variavel, se ¢ € C*+1(I), onde I é um intervalo aberto contendo
a, entdo, para todo x € I:

o Formula de Taylor com resto de Lagrange:

@) (g .
So(x)zz(p .'( )(1‘—(1)@4‘7

k
=
para algum c entre a e z.

o Formula de Taylor com resto integral:

ko () (a) ; x (kH)(t)(:L‘ _ t)k
@(x)zg(pi! (as—a)+/a d n dt.

Observagio 6.8. Temos p(z) = p(a) + [V ¢'(t) dt. Integrando por partes
comu=¢ v=t—ux:

pla) = pl@) + [(t= ) (O] — [ "0t —a)
—¢lo) + ¢ @a—a)+ [ O -t

Integrando por partes novamente, com u = ¢”, v = —(z — t)2/2, etc.

Corolario 6.9 (Férmulas de Taylor com resto de Lagrange e resto integral).
Sejam U C R™ um aberto convezo e f: U — R de classe C*t1. Para todo
p €U ev € R" suficientemente pequeno,

36



(i) existe 0 € (0,1) tal que

k dif(p)v@ dk'Hf(p—l— 01})1}®(k+1)
4oy =2 == (k+1)! ?

=0

(ii) wale

k . .
dif(p® | 11—t
Fo+v) =3 f(;) +/o | Kl L a1 f(p + )0+ at
=0 ’ :

Demonstragdo. Basta aplicar as formulas de Taylor correspondentes em uma
varidvel a funcdo ¢(t) = f(p + tv) e notar que

(p+tv) v (aula passada),
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6) Pontos criticos

Sejam U C R"™ aberto e f: U — R diferenciavel.

Definicao 7.1. Dizemos que p € U é um ponto critico de f se df(p) =0
(ou Vf(p) =0), isto é,

of
8$Z‘

(p) =0 paratodoi=1,...,n.

Exemplo 7.2. Quais sio os pontos criticos de f(z,y) = x%+3y*+4y> 12127
Temos
df = 2xdx + (12> + 12y* — 24y) dy,

logo
20 =0
df =0 < (129> +y—2) =0 v
W tv—4 y € {0,-2,1}.
(y—D(y+2)

Os pontos criticos sao {(0,0), (0, —2),(0,1)}.

Definigao 7.3. A func¢ao f tem um mdzimo local (resp. minimo local) em
pse f(z) < f(p) (resp. f(z) > f(p)) para todo  em uma vizinhanca de p.
Um maximo ou minimo local é chamado de extremo local.

W, grafico de
W g
TN

Proposicao 7.4. Se f tem um extremo local em p, entdo p € um ponto
critico de f.

Demonstragdo. Se p é um extremo local de f, entdo 0 é um extremo local
de
i) = fp+te), i=1,...,n

Logo, 0 = ¢}(0) = g{i (p). O
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Como determinar se um ponto critico é um maximo ou minimo local (ou
nenhum dos dois)?

Observagdo 7.5. Principio geral: “o comportamento de uma func¢do f na
vizinhanca de um ponto p é determinado pelo primeiro termo nao nulo na
expansao de Taylor de f — f(p)”.

Se df (p) = 0, supondo f duas vezes diferencidvel, olhamos para a forma
quadratica d?f(p):

n 2
£ = (1)) = 32 5 )y

onde a hessiana

2
Hf<p) = (aiafx] (p)> € Mnxn(R)

é simétrica.
Exemplo 7.6. Suponha que df(p) = 0 e que

A1 0
0 An

é uma matriz diagonal. A férmula de Taylor infinitesimal de ordem 2 d&

flp+v)=f(p) + %(Alv% 4 A2+ o(||v)1?), v — 0.
Se todos os \; > 0:
f(p+v)= f(p)+ (termo positivo) = minimo local em p.
Se todos os \; < 0:
f(p+v) = f(p) + (termo negativo) = mdximo local em p.

(“O resto vai para zero mais rdpido que ||v||?, logo é negligencidvel perto de
> )\ivf para v suficientemente pequeno.”)

Definigao 7.7. Seja A € My, (R) simétrica. Dizemos que A (ou que a
forma quadratica v — (Av,v)) é:

o definida positiva se (Av,v) > 0 para todo v € R™\ {0};
o definida negativa se (Av,v) < 0 para todo v € R™ \ {0};

o indefinida se (Av,v) assume valores positivos e valores negativos.
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Exemplo 7.8.

e v ||[v)|2 (A =1) é definida positiva.

o Em R?,

(t,.’E,y,Z)’—>t2—ZE2—y2—2’2, A= -1 )
¢ indefinida (Minkowski).

Observagio 7.9. Teorema espectral: toda matriz simétrica tem uma base
ortonormal de autovetores (em particular, é diagonalizavel).

Exercicio 7.10. Sejam A € M, x,(R) simétrica e A1,...,\, € R seus au-
tovalores. Mostre que A é definida positiva (resp. negativa) se, e somente
se, A; > 0 (resp. \; < 0) para todoi=1,...,n.

Teorema 7.11. Seja f: U — R duas vezes diferencidvel em p € U e su-
ponha que p € um ponto critico de f. Se Hf(p) é definida positiva (resp.
definida negativa), entdao p é um minimo local (resp. mdzimo local) de f.

Demonstragdo. Pela formula de Taylor infinitesimal,

Flp+0) = F&) + 5 (HIp)o,0) + (),

com 7(v) = o(||v]|?) quando v — 0.
Se H f(p) é definida positiva, entao existe ¢ > 0 tal que (H f(p)u,u) > ¢
para todo [ju|| = 1. De fato:

o S" 1 ={ueR":|u| =1} é compacto;
e g: S = R, u s (Hf(p)u,u), é continua; logo atinge um minimo
global g(ug) =: ¢ > 0 (pois g(u) > 0 para todo u).
Sn—l g
— g9(S")

¢ R

o+

Ug
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Logo,

flp+v)—flp) 1 voov\ | ()
= 3 (O o)+ R

1 r(v)

22t ol

Como 7(v) = o(||v]|?), temos |r(v)|/||v]|?> < ¢/4 para todo v suficientemente

pequeno, donde
flotv)—flp) jc_c_c_,

4

¢
o] 2 4
(o que equivale a f(p+v) > f(p) para v # 0). Isto é, p é um minimo local.

O outro caso é analogo. O

Exemplo 7.12. Voltemos a f(z,y) = 2 + 3y* + 4y> — 122, cujos pontos
criticos sao (0,0), (0,—2) e (0,1). Calculemos a hessiana:

Pf 0
222 = 5 =%
92 0
axéfy = %(123/3 +12y* — 24y) = 0,
2
ny = ;;(12;/3 + 1292 — 247) = 36y% + 24y — 24.

Assim,

Hf(0,0)=<§ _%4>, Hf(0,1)=<3 306>7 Hf(07_2)2<(2) 702>

Os autovalores de H f(0,1) e H f(0,—2) sdo positivos, enquanto H f(0,0)
tem autovalores 2 > 0 e —24 < 0. Portanto (0,—2) e (0,1) sdo minimos
locais e (0,0) é um ponto de sela!

Definigao 7.13. Um ponto critico p de f é dito ponto de sela se H f(p) tem
pelo menos um autovalor positivo e um negativo.

Note que, se v (resp. w) é um autovetor com autovalor A > 0 (resp.
1 < 0), entdo f tem um minimo (resp. maximo) local na diregao de v (resp.
w):

o(t) = f(p+tv) = ¢"(0) = (Hf(p)v,v) = Av,v) = X {v,v) >0,
U(t) = f(p+tw) = 4"(0) = -+ = p(w,w) <0,

lembrando que ¢”(t) = d?f(p + tv)v®2.
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t ()

t— ()

Defini¢ao 7.14. Um ponto critico p tal que H f(p) néo é invertivel (isto é,
det H f(p) = 0, ou ainda, algum dos autovalores de H f(p) se anula) é dito
degenerado.

Exercicio 7.15. Seja f(z,y) = (y — 2)(y — 22%). Mostre que a origem é
um ponto critico degenerado. Mostre que a restricao de f a qualquer reta
pela origem tem minimo local na origem, mas a origem nao é um minimo
local de f! [Dica: considere os conjuntos onde f > 0e f < 0.]
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Aula passada. Vimos os pontos criticos de uma funcgao f (isto é, os pontos
p com df (p) = 0), que todo extremo local é um ponto critico e o “critério
da segunda derivada”.

7) Otimizagao

Como encontrar maximos e minimos de fungoes? Comegamos relembrando
um fato topolégico importante.

Teorema 8.1 (Fato topoldgico importante). Se K C R™ é compacto (fe-
chado e limitado) e f: K — R é continua, entao f tem mdzximo e minimo
globais em K.

As vezes é possivel aplica-lo mesmo em dominios ndo compactos!

Exemplo 8.2. Seja

X
2+ (y—1)2 +4

flz,y) =

A fun¢do f tem maximo ou minimo em @Q = {(x,y) € R?: x,y > 0}? Note
que @ é fechado, mas ilimitado.

)

A

pontos de (2’ 1)
minimo .

o Temos f(z,y) > 0 em @, e f(0,y) = 0. Logo, os pontos de {(0,y) :
y > 0} sdo pontos de minimo (global) de f em Q.
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o Comportamento quando ||(z,y)|| — oc:

T

24+ (y—1)2+4
ley-DI _ 1
Iz, y = DIP+4  [[(z,y =1

0< f(z,y) =

— 0.

o Logo, f tem um méximo em Q! (Isto segue do fato topolégico; a
justificativa vird depois.)

O méaximo ocorre no interior de @ ou no eixo = (y = 0).

e Pontos criticos no interior de Q:

df_ ) ( 22+ (y — 1)2+4)dx—2x(y—1)dy):
y—l +4
— (z,y) =(2,1).
T,y =
TemOSf2 ]. mzz
» Pontos criticos de gp(t):f(t,()):ﬁparat>0:

—t2 45 t2=5
dp=———dt=0 < — t=1/5.
7T 121 5) {t>0

V5 1 1
T Vo 1
emos f(1/5,0) 10 2\/5<4

Portanto, o maximo global é f(2,1) = %.

Lema 8.3. Seja FF CR" fechado ilimitado e f: F' — R continua.

(i) Se f(x) — oo quando ||z|| — co em F, entdo f tem minimo global em

(ii) Se f(x) — 0 quando ||z|| — oo em F e existe p € F tal que f(p) >0
(resp. f(p) <0), entdo f tem mdzimo (resp. minimo) global em F.

Demonstragio. Vamos demonstrar apenas (ii), no caso f(p) > 0. Como
f(x) = 0 quando ||z|| — co em F, existe R > 0 tal que, se ||z|| > R, entao

flx) < f(p).
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O conjunto K := {x € F': ||z|| < R} é compacto (pois é fechado e limitado),
logo f tem um méaximo em K, digamos f(pg), para algum py € K. Este é
o maximo global em F pois, se x € F'\ K, entao f(z) < f(p) < f(po) (note
que p € K pela defini¢ao de R). O

Problemas de otimizacdo com condigées (“problems with cons-

traints”)

Como minimizar ou maximizar uma func¢ao num conjunto da forma
H={zeR":g(z)=0}7

Defini¢ao 8.4. Se g é de classe CF (k > 1) e dg(p) # 0 para todo p € H,
dizemos que H é a hipersuperficie de classe C* definida pela equacio g = 0.

Exemplo 8.5. A esfera unitdria de dimensao n — 1,
Sl = {z e R": ||z| = 1},

é a hipersuperficie de classe C*° definida pela equacao

2

g@)=|z|* -1=af+ - +a) — L

(Exercicio: verifique a condigao “g(p) = 0 = dg(p) # 07.)

A
\L/

n=1 SY n=2 St n=3: 52

Observagdo 8.6. Veremos que a condic¢ao “g(p) = 0 = dg(p) # 0” garante
que H é uma variedade de classe C* (sem singularidades),
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/ \\Algularidade

curva C1 curva com singularidade

e que o espaco tangente a H em p é
T,H = {v e R" : dg(p)v = 0}.

Exemplo 8.7. Quais sio o0 maximo e o minimo de f(z,y) = 2%+ y? +y no
disco 2% +y? < 1?7

Pontos criticos no interior do disco:

20 =0
df =2xdr+ 2y +1)dy=0 < {2y+1=0 <:>($7y):(07_%)7
2+ <1
€
f(oa_%):_i

Resta analisar o bordo S' = {(z,y) : 22+y? = 1} (com g(z,y) = 2% +y*>—1),
0 que nos leva a um problema de otimizacdo com condigoes.

Teorema 8.8 (Multiplicador de Lagrange). Seja U C R™ um aberto, f €
CYU) e H={x € R": g(x) = 0} wma hipersuperficie de classe C' contida
emU. Sep € H é um extremo local de f|: H — R, entdo existe A € R tal
que

df (p) = Adg(p).

O nimero A é chamado multiplicador de Lagrange.

Observacio 8.9. A demonstracao sera feita em uma aula futura! A ideia é
que basta mostrar que p é um ponto critico de f|q, isto é, que df (p)|r,n = 0.
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Exemplo 8.10 (De volta ao exemplo anterior). Queremos resolver

{df = \dg — {2:pdaz+ (2y + 1) dy = A2z dz + 2y dy)

9=0 o +y? =1,
isto é,
T =z
+1=2y <= az=0ey=1A=32) ouy=-1A=1).

Temos f(0,1) =2 e f(0,—1) = 0. Portanto:
o Maximo global: f(0,1) = 2;
e Minimo global: f (O, —%) = —i.

(Na verdade, este exemplo é trivial, pois f|g1 =1+ y.)

Exemplo 8.11 (Teorema espectral). Seja A € M,,x,(R) simétrica e f(z) =
(Az,z). Seja u; € S™ ! um ponto de maximo (global) de f|gn-1. Pelo
teorema, existe \; € R tal que

df (ur) = A1 dg(ur),
onde g(r) = ||z]|> =1 = (x,2) — 1. Para todo v € R",
df (u1)v = 2 (Auq,v) = Apdg(ur)v = 2XA; (ug,v) <= 2(Au; — M\ug,v) =0.
Logo, Aui; = Ajuq, ou seja, u; é um autovetor com autovalor \j.

Seja Vi = {v € R" : (v,u1) = 0} o complemento ortogonal de Ru;j, de
modo que R” = Ru; @ V7.

U1

SN

Note que A preserva Vi, pois
(vyu1) =0 = (Av,u1) = (v, Au1) = (v, \ju1) = A (v,uy) = 0.
Considere a forma quadratica
fln: Vi 2R SR, 2o (Az,7).

Maximizando f|y, em St NV; = §"72 obtemos ug € Vi com |jugl| =1 e
A2 € R tais que Aus = Aguo. E assim por diante, por indugéo. . .
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8) Aplicagoes diferenciaveis
Sejam U C R™ aberto e F': U — R™ (m > 1) uma aplicagao.

U

R™ R™
Falamos também de “funcoes a valores vetoriais”. Escrevemos
F(x) = (Fi(z),...,Fn(z)),

onde cada F;: U — R é uma funcdo, chamada a i-ésima componente de F'.

Exemplo 9.1. Um caminho em R™ é uma aplicacdo

c: I - R™, I C R intervalo.

C /\/ C(b)
1
a b R c(a)

Definicao 9.2. Seja p € U. A aplicacdo F': U — R™ é diferencidvel em p
se existe uma transformacao linear L: R™ — R™ tal que

F(p+v)=F(p)+ Lv+ o(||v]]), v — 0.

Isto é, “L é a transformacao linear que melhor aproxima F(p+v) — F(p)
quando v — 0.

Note que o resto r(v) = F(p+v) — F(p) — Lv toma valores em R™! Por
definicao,
r(v)

o]l

onde o limite é em R™. Isto é, se r(v) = (r1(v),...,rm(v)), entdo

r(v) = o(|lvll) = — 0,

r(w) =o(|[oll) <= ri(v) = o(|[v]l) Vi.
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Lema 9.3. Se F' = (Fy,...,Fy,,) € diferenciavel em p e L = (L1,...,Ly)
é como na defini¢io, entao F; é diferencidvel em p e L; = dF;(p) para todo
i=1,...,m. (Aqui L; denota a i-ésima componente de L.)

Demonstragao. Note que L;: R™ — R é um funcional linear (a i-ésima com-
ponente de L: R" — R™). Tomando a i-ésima componente na defini¢ao de
diferenciabilidade, obtemos

Fi(p+v) = Fi(p) + Liv + o(||v]]), v — 0. 0

Exercicio 9.4. Mostre que vale a volta: se cada F; é diferencidvel em p,
entdao F' é diferencidvel em p.

Segue do lema que L é unical

Definicao 9.5. Se F': U — R™ ¢ diferenciavel em p, a derivada de F em p
¢ a tnica transformagao linear DF(p): R™ — R™ tal que

F(p+v) = F(p) + DE()v+o(Joll), v —0.

Observagao 9.6. Outros nomes e notagoes: “aplicacao tangente”, T,,F, Fj,
F'(p).

Exemplo 9.7. Se f: U — R é uma funcao, entdao D f(p) = df (p).
Exemplo 9.8. Se F': R® — R™ ¢ afim, digamos
F(z)=b+ Lz (beR™, L: R" — R™ linear),
entao
Fp4+v)=b+L(p+v)=b+Lp+ Lv=F(p)+ Lv+0,
e 0 é, evidentemente, o(||v]|). Logo, DF(p) = L.

Exercicio 9.9. Mostre que se F': U — R™ ¢ diferenciavel em p, entdo F é
continua em p.

Em geral,
DF(p) = (dF1(p),...,dFn(p))

(“as componentes da derivada sdo as diferenciais”) e podemos definir:

e a derivada direcional

8£
ov

) = DFo) = (G200 2 ) € B
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e as derivadas parciais

5 () = DF()e, = (Zf;(m, . %Zf“@)) =Y G we

Definicao 9.10. A matriz jacobiana de F: U — R™ em p é a matriz que
representa a derivada DF(p): R™ — R™ nas bases canonicas de R™ ¢ R™:

oF Ep) - S8
JF(p) := ! = : : € M xn(R).
() ( oz, (p)>1<z<m s s xn(R)
1<jsn RrTe (p) - Er (p)

Observagdo 9.11. Notacdo em funcio das componentes:

A(Fy, ..., Fp)

TE®) = S o)

Esta notacao é 1util para “mudanca de variaveis”.

Observagdo (Cuidado!). No caso m = n, alguns autores usam “.JF(p)” para
o determinante jacobiano det JF(p).

Lembre que:

e as linhas de JF sdo as diferenciais das Fj:

—dF, —
JF = : ;

— dF,, —

e as colunas de JF' sdo as derivadas parciais de F":

| |
OF oF
JE= 5 " bum

Aqui usamos que uma matriz linha corresponde a um funcional linear,
Mixn(R) = (R™)*, e uma matriz coluna corresponde a um vetor, M, 1 (R) =
R™.

Exemplo 9.12. Se f: U — R, entdo
Tr) = (2L0) - 2L0)) € Mixn(R),

ou seja, Jf(p) = Vf(p)! (com Vf(p) € R" = M,«1(R)).
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Exemplo 9.13. Seja I C R um intervalo aberto e ¢: I — R"™ um caminho

diferencidvel, ¢(t) = (c1(t),...,cn(t)), com ¢;: I — R. Entao
¢ (t)
Je(t)y=1 + | =) eR" = Myx1(R) (= Dc(t) 1).
cn(t)

-0

Exemplo 9.14. Seja U = {(r,0) € R? : 7 > 0, —7 < § < 7} e considere

x(r,0) = rcosf

y): U — R,
(@) {y(r, 0) = rsené.

0 Y
E—
: AN
0 To " 0 2 To r
B

Entao

o(z,y) (gf gg) B <C089 —rsen@)
1o 0 - :
a(r,0) & % senf rcosf

Definicdo 9.15. Uma aplicacdo F': U — R™ é de classe C* se todas as
suas componentes Fj sao funcdes de classe C*. Notacio: F € C*(U;R™).

Lema 9.16. Se F € CY(U;R™), entio F ¢ diferencidvel (em todo ponto
de) U.

Demonstragao. Segue do resultado andlogo para fungoes (m = 1) e do exer-

cicio acima (F' é diferencidvel se, e somente se, suas componentes sao dife-
renciaveis). O
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Derivadas de ordem superior

Notagao: L(V; W) denota o espago das transformagoes lineares T: V. — W.

Note que
L(R™R™) = M xn(R) o~ RrRmMn
T — A:(aij)i,j — (an,...,aln,...,aml,...,amn)

onde T'e; = 3, a;je;.

Uma aplicagao diferenciavel F': U — R™ induz uma aplicacdo
DF:U — L(R";R™) = R™, p+— DF(p),

cujas componentes, sob a identificagdo L(R™;R™) =2 R™" sio as derivadas

. . OF:
arciais 2-%. Logo:
p 9z, g

o FeCYU;R™) <= F é diferenciavel em U e DF é continua;

e FeC*U;R™) «— F e CYU;R™) e DF € CY(U; L(R";R™)).
A sequnda derivada é

D2F: U = LR™ L(R"R™)),  p—> D(DF)(p),
¢ temos
L(Vi; L(Vo; W) = L(V; @ Vo, W) (aplicacoes bilineares Vi x Vo — W).
Em geral, a k-ésima derivada de F' em p é uma aplicagdo multilinear
DFF(p): R"®--- @ R® = R™,
k copias

IR P AR

Dg...0up® 7.
VR X v Hav(l)-~-6v(’“)

i1enip=1

Observagdo 9.17. Se f é uma fungao, entao

d*f(p®* = D*f(p)v@-- .
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Aula passada.

e Aplicagoes diferenciaveis: a uma aplicagdo F': U C R — R™ diferen-
cidvel em p associamos a sua derivada DF(p): R" — R™.

o DF(p) = (dFi(p),...,dFn(p)), representada pela matriz jacobiana

JE(p) = (g? (p)> € Minxa(R).

)’

o Derivadas superiores: D¥F(p) € L((R")®%;R™). Por exemplo,
D?F(p): R"® x R® — R™ ¢ a aplicacdo bilinear

I?*F " 9F

v Ow (p) = —
2,7=1

(v,w) —>

Note que, se F' é de classe C? (o mesmo funciona para F' “duas vezes dife-
rencidvel”), o teorema de Schwarz equivale a dizer que D?F(p) é simétrica.

9) Regra da cadeia

A regra da cadeia trata das derivadas de composicoes.

Sejam U C R™ e V C R™ abertos, F': U — R™ uma aplicacio diferen-
cidgvel em p € U, com F(U) CV, e G: V — R* uma aplicacao diferenciavel
em F(p).

Teorema 10.1 (Regra da cadeia). Nas hipéteses acima, GoF' € diferencidvel
emp e

D(G o F)(p) = DG(F(p)) o DF(p).
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Ou seja, “a derivada da composicdo é a composicao das derivadas”:

U GoF RK R™ D(GoF)(p) RF

A ; d ; DF(;)\RmAG(F(p))

Demonstragao. Denotemos ¢ = F(p), L = DF(p), M = DG(q) e H = GoF.
Queremos mostrar que

H(p+v)=H(p) + (Mo Ljv+o(o]),  v—=0.
Considere os restos
rg(v) =H(p+v)— H(p) — (Mo L)v, (queremos mostrar que é o(||v||))

(
rr(v) = F(p+v) — F(p) — Lo, (sabemos que é o(||v]]))
rg(w) =G(g+w) —G(q) — Mw, (sabemos que é o(||w]])).
Vamos escrever ry(v) em fungao de rp e rg. Como H =Go F, F(p) =qe
Lv = F(p+wv) = F(p) = rr(v),

ra(v) = H(p+v) — H(p) = (Mo L)v

G(F(p+v)) = G(F(p)) — M(F(p+v) — F(p) —rr(v))
G(F(p+v)) = Glg) = M(F(p+v) —q) + Mre(v)
G(

q+w)=Glg) = Mw+Mrp(v)  (w:=Fp+ov)-q)
c(w) + Mrp(v).

Logo,

) _rolw) , gy (me0)) o) Ll |y (re)),

ol ol o] [foll ]l o]

(w)

(Se w = 0, convencionamos TﬁwH := 0; como rg(0) = 0, a igualdade conti-

nua valida.) Mas, pela desigualdade triangular,
[wl _ [F(p+v) = Fp)ll _ [[Lv+rr()]
Il [l o]
L
Lol [lrr ()]
o] o]

onde ||L|| é a norma de operador: ||L| = sup{ ||LJ|)|” cv €R™\ {0}} Donde
|

. g||7~1’L’Iv<|7|f>||<||rﬁ1<uzﬁ>|| (HL,HHW)) H (\wrr)H

Quando v — 0, o primeiro fator tende a 0 (pois F' é continua em p, logo
w — 0), o fator entre parénteses é limitado, e o tltimo termo tende a 0 (pois
M é continua). Portanto r(v) = o(]|v]|). O
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Exemplo 10.2 (n = k = 1). Sejam ¢: I — U C R™ um caminho (I C R
intervalo aberto) e f: U — R. Entdo foc: I — R.

foc

(foe)(t)=D(foc)(t)1
= D f(c(t)) o De(t) 1
= df(c(t)) ¢ (t)
o O A0+ (0 1)
c(t)
c(t) e(I)

Por exemplo, se ¢(t) = p+tv e ¢(t) = (f o c)(t), entdo ¢'(t) = df (p + tv) v.
Corolario 10.3. Nas condicoes do teorema 10.1,

J(Go F)(p) = JG(F(p)) - JF(p),

onde - denota a multiplicacao de matrizes.

Demonstragdo. Imediato do teorema, pois a matriz da composicao de apli-

cagoes lineares é o produto das matrizes. ]
Com coordenadas x1,...,x, em R" e y1,..., ¥y, em R™, obtemos:
8(Gl oF ) n 8GZ 8Fl

5o ) =20 G E ) g (o)

=1

95



Corolério 10.4. Se F € C/(U;R™) e G € C/(V;RF), entio Go F €
CI(U;RF).

Demonstragdo. Segue da férmula acima para as derivadas parciais de G o F',
por indugdo em j. O

Por abuso, pensando em termos de “varidveis”,

Y1 :Fl(l'l,...,l‘n) Z1 =G1(y1,--.,ym)
Ym = Fn(21,...,Tp) 2z = Gr(y1, -, Ym)
temos
021,y 2k) _ 021,y 2k) '8(y1,...,ym)
A1, yxn)  OWyr,- s ym) O(x1,...,2p)’
isto é,
0z " 0z ayl
Ox;j N 8yl oxj’

Exemplo 10.5 (Equagao da onda em dimensao 1). Considere a equacao
0 _ a0t
o2 022

onde f € C?(R?), f = f(t,x). Qual é a solucao geral?

Considere a mudanca de variaveis (D’Alembert):

c € R, ¢+#0 (fixo),

U+ v
u=umx+ct — =
v=ux—ct PO
2c
e defina a funcao de classe C?
u—v u+ov
glue) = f(t.) = (50 00,
Entao
8g 8f8t+8f8x_iﬁ li
ou ot ou Oxr Ou 2¢c Ot 2 8
0%g _i 82f@ 0%f Ox 1 ot 82f ox
Ovou  2c\ o2 dv ' Bz ot o 2 t&v v ax2 v
YRR ANV
2 2¢c 0t2 2 Oz Ot 2 " 2¢ Ot Ox 28952

=0,
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pois os termos com derivadas mistas se cancelam (teorema de Schwarz) e os
demais se cancelam pela equagdo da onda. Assim,

9 (9dg\ dg _ 1
8(@) =0 = 7 (uv)=h(u), heC(R).

Seja ¢ € C%(R) uma primitiva de h. Entdo

99, 1) = () = gu,0) = o) + 0(0),

com ¥ € C%(R). Logo,

flt,x) = p(z + ct) + Y(x — ct).

Exercicio 10.6. Verifique que, se ¢, € C?(R) sdo quaisquer, entdo
o(x —ct) + ¢P(z + ct) é uma solucao da equagdo da onda.
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11 10/04

Aula passada. Regra da cadeia:

« D(G o F)(p) = DG(F(p)) o DF(p);

 em variaveis, se y; = Fj(x) e z; = G;(y), entao

10) Difeomorfismos e o teorema da fungao inversa

Podemos pensar em um difeomorfismo de duas maneiras: como uma maneira
de “identificar” conjuntos (de forma diferencidvel), ou como uma mudanga

de sistema de coordenadas.

Definicdo 11.1. Sejam U C R™" e V' C R™ abertos. Dizemos que F': U — V
é um difeomorfismo de classe C* (k > 1) se F € CF(U;R™) e I admite uma

inversa F~': V — U com F~! € C*(V;R").

Exemplo 11.2. Sejam U =V =R? e F(t,z) = (v —ct, x +ct), com ¢ # 0.

Entao

Pl (u,0) = (v—u u—i—v)’

2¢ 7 2

e I’ é um difeomorfismo de classe C*°, com JF = <_C 1).

c 1
- I
(0,1) | . “F(0,1) = (1,1)
F(1,0) = (=¢,¢) \/
> t > u
(1,0) T

Exemplo 11.3 (Coordenadas polares). Sejam U = {(r,0) : r > 0,

—5<0<G}teV={(x,y):x>0}¢e

F(r,0) = (rcos6, rsenf).
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0 )
T 1
2 |
(r,0) F /
. — !
] 0
r T
U | 14
T ___._ I
2 |
Temos
F(z,y) = (m arctg(y/w)) :
0 Yy
s
2 e d - = = —_— -
I (O N A F --- f constante
T
I O I A I —— r constante
-3

Note que F identifica os segmentos verticais com semicirculos: um segmento
“|” e um semicirculo “)” sdo difeomorfos.

Pergunta. Existe um difeomorfismo que identifique um segmento de reta
(aberto ou fechado) com o circulo inteiro S'? (Resposta: nao. .. )

Observagao 11.4. Todo difeomorfismo é um homeomorfismo (aplicagdo con-
tinua com inversa continua). Em particular, difeomorfismos preservam pro-
priedades topolégicas (aberto, fechado, compacto, conexo, ... ).

Exemplo 11.5 (Difeomorfismo entre uma bola e o espago euclidiano?).
Caso n = 1. Temos os difeomorfismos

f: (_%7 g) — Ra t— tg(t)7 f_l: R - (_%’ %) ) S = arctg(s),

S

(=1,1) 5> R, t— ——— LR (=1,1), s+ ———.
g: (-1.1) g Chlsm s
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s = tg(1) s =g(t)

s

us

2 2
|
|
|
1
1
|
|

ﬁ\!

-1

Cason > 1. Seja B ={x € R": ||z|| < 1}. Entéo
x

V1= |z]?

¢é de classe C*°, com inversa também de classe C°:

F: B> R, F(z)=

- Y
Fl(y) = ——2—.
NiEa e
| P
// \\ F
\\B ///

Observagao 11.6 (Atengao!). Para que F': U — V seja um difeomorfismo de
classe C*, ndo basta que F seja bijetiva e de classe CF.

Exemplo 11.7. Seja f: R — R, f(t) = t3. Entdo f é uma bijecdo de classe
C* (e um homeomorfismo!), mas f~1(t) = ¥/t ndo é diferencidvel em t = 0!

A
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Corolario 11.8 (da regra da cadeia). Se F': U — V é um difeomorfismo,
entdo, para todo p € U, DF(p) € L(R™;R™) ¢é invertivel e, se ¢ = F(p),

DF~Y(q) = DF(p)~".
“A derivada da inversa é a inversa da derivada.”

Demonstracdo. Pela regra da cadeia:

FoF ! =1dy = DF(p)o DF'(¢q) = Idgm,
FloF=1dy = DF '(q) o DF(p) = Idgn . O

Observagao 11.9 (Importante). Espacos vetoriais isomorfos tém a mesma
dimensdo. Assim, se existe um difeomorfismo F': U C R" — V C R™, entédo
necessariamente n = m: “difeomorfismo preserva dimensao”. (Isto néo é
6bvio para homeomorfismos; veja o “teorema da invariancia do dominio”. .. )

Em termos da jacobiana: se F': U — V é um difeomorfismo e p € U,
entdo JF(p) € Myxn(R) é invertivel ( <= det JF(p) #0) e

JF7Y(q) = JF(p)~' (inversa de matriz).

Exemplo 11.10. Seja F(r,0) = (rcosf, rsenf) = (z,y) como acima. Te-

mos
cosf —rsenfb

JF(T‘,H):<Sen9 rcosH)’ det JF(r,6) =r > 0,

r \—sen6 cosb

! ( wy z ) JF Yz, y)
= — — x7y.
[o2 -2 \ —
ety V2t yE R

1 1
Note que det JF ™ (z,y) = ——= = —.

N

1
JF(r,H)‘l _ (rcos& rsen9>

Pergunta. Vale a volta do corolario (na vizinhanga de p)?

Teorema 11.11 (Fungdo inversa). Seja F': U — R™ de classe C* (k > 1)
ep € U tal que DF(p) é invertivel (det JF(p) # 0). Entdo existe uma
vizinhanga V' de p tal que F(V) C R™ € aberto e F:' V. — F(V) é um
difeomorfismo de classe C*.
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Ou seja: “se a aproximacao de primeira ordem em p é invertivel, entao F' é
invertivel na vizinhanca de p”.

Observagao 11.12. Denotemos y; = Fj(x1,...,2,). Se dyi(p),...,dy,(p)
sao linearmente independentes (base de (R™)*), entdo, na vizinhanga de p,
podemos “resolver”

y1 = Fi(x1,...,2) z1=G1(Y1s- -, Yn)
) - )
Yn = Fn(w1,...,20) Tn = Gn(y1,... Yn)
(onde G = F71), e (y1,...,yn) é um novo “sistema de coordenadas” na

vizinhanca de p.
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12 22/04

Aula passada.

o Difeomorfismos F': U — V (U,V C R™ abertos, F' bijetiva de classe

C* F~1 de classe C*): “mudanga de sistema de coordenadas”.

D= ©

Note: composicao de difeomorfismos é difeomorfismo!
e Se F é difeomorfismo, entdo DF(p): R® — R™ ¢ um isomorfismo

(<= det JF(p) #0) e DF(p)~" = DF~!(F(p)).

10) Difeomorfismos e o teorema da funcgio inversa (cont.)

Defini¢ao 12.1. Uma aplicagdo F': U — R" é dita um difeomorfismo lo-
cal em p € U se existe uma vizinhanga V' de p tal que F(V) é aberto e
F:V — F(V) é um difeomorfismo. Dizemos que F é um difeomorfismo
local (em U) se F' é um difeomorfismo local em todo ponto p € U.

Exemplo 12.2. A aplicacao
F:U—R* U={(r0):r>0} (r,0) — (rcos, rsenb),
é um difeomorfismo local: para todo 6y € R, se
9o ={(r,0):7>0,00—5<0<0y+7%},
entdo F': Uy, — F(Up,) é um difeomorfismo, onde

F(Ugy) = A{(z,y) : ((z,y), (cosbp,senby)) > 0} .

0 . Y
AR ] — . (cos B, sen 6p)
o Us, /E\ , 6o "
Bo— T N F(Us,)
T N
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Uma maneira de ver isso é reduzir ao caso Uy. Seja Ty, : U — U a “translacao
de 6y”, (r,0) — (r,0 + 6y). Entao

(r, 6 + ) U £, Rr2
(r,0) U

(r,0) — (rcos(f + 6p), rsen(f + 6y)) = Ry, (rcosb, rsend),
—_—
F(r,0)

onde Ry, ¢ a rotacao de angulo 0p:

(r,0 + 6p) UL Rr2 (cosbyx —senbyy, senbyx + cosbyy)

RV

(r6) U R (2,9)
Assim, temos o diagrama comutativo
Upy, ——— F(Uy,)
To, (difeo.)[ W\RQO (difeo.)
U — (difeo.) F(Uo)

FUo) = {(z,y) : x> 0} = {(2,9) : ((2,9),e1) > 0},

e portanto F': Up, — F(Up,) ¢ um difeomorfismo, com
—1 -1 _
(F‘er) (x7y):T900(F|UO) OReol(x7y):-u

Teorema 12.3 (Fungdo inversa). Seja F' € C*(U;R™), k > 1. Entdo F ¢
um difeomorfismo local em p € U se, e somente se, DF(p) é um isomor-
fismo.

Demonstragao. Basta mostrar a volta (a ida é o corolario da regra da cadeia
visto na aula passada).

Podemos supor p = 0, F(p) = 0 e DF(p) = Idgn. De fato, temos o
diagrama comutativo

F

T+p U—— R" T
W\ difeo./I\ ldifeo. 1{
x U-p— R" DF(p)~'(z — F(p))

z — DF(p)~ (F(z 4 p) — F(p))
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e a aplicacdo da linha de baixo leva 0 em 0 e tem derivada Id em 0.

Logo, na vizinhanca de 0,

Fl@)=a+R@), R =o(z]).
-~
0 Rvas

1) F é injetiva na vizinhanga de 0. (Aqui usamos a hipétese de que F' é
de classe C'.) Como DR(0) = 0, segue do lema da P1 (Q4, item (c)), com
€= %, que existe uma vizinhancga V' de 0 tal que, para x1,x2 € V distintos,

IR(x1) — R(z2)|| < §llx1 — 2.
Mas
[R(z1) — R(z2)|| = | F(21) — F(22) — (z1 — 22) ||
2 [|z1 — xof| — [|[F(21) — F(z2)],

donde
1F(21) = F(z2)]| = 5lla1 — 22l > 0.
Em particular, z; # xo = F(21) # F(z2).

2) F(V) é aberto. Seja q = F(p) € F(V), com p € V. Queremos € > 0
tal que ||y —¢|| <e = y e F(V), isto é,

y=F(x) =x+ R(x) paraalgum z € V.

A ideia é transformar isto em um problema de ponto fixo. Dado y € R",
seja
T,: V= R", Ty(x) =2 — (F(z) —y) =y — R(x).

Note que Ty (z) =z < y = F(x).
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Teorema 12.4 (Ponto fixo de Banach). Se X C R" € fechado e ndo vazio e
T: X — X é uma contracao (isto é, Lipschitz com constante < 1), entdo T
tem um unico ponto fixro x* € X (T(z*) = x*). Além disso, dado qualquer
zo € X, ¥ =limy,_y00 T"(x0), onde T™(xo) = T(T'(-- - T(20)))-

T2(X)

Queremos ¢ > 0 tal que [y —¢|| < ¢ = T, é uma contracdo em
algum fechado contido em V. Seja r > 0 tal que B = B(p,r) C V (bola
fechada de centro p e raio r). Se ||y —¢q|| < § =: € e x € B, entdo, como

Ty(p) —p=y— R(p) —p=y — F(p),

1Ty (z) — pll < |Ty(z) — Ty + |1 Ty(p) — Pl
= |R(z) — R(p)[| + | F(p) — yll
<illz—pl+5<r

Logo Ty(B) C B, e T, é uma contragao em B, pois, se x1,z2 € B C V sao
distintos,

ITy(21) = Ty(@2)|| = [|R(21) = R(@2)l| < gllo1 — a2].

Pelo teorema do ponto fixo de Banach, existe z € B tal que Ty(x) = x, isto
é, y = F(x).

3) A inversa F~': F(V) =V ¢é de classe C*. Note que V é construida
pela condigdo

IDR(p) — DR(0)|| = [|DR(p)|| < 5 para todop eV
(veja o lema da P1). Logo, como F(x) =z + R(x),

IDF(p) — Idgs || = [IDR(p)| < 5.
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Em particular, DF(p) é invertivel: se v # 0,

IDEp)v] = [(DF(p) —1d)v + o
2 |[o]] = [IDF(p) —1d] [|v]]
> 3ol # 0.
(Em geral: |[L-Id||<1 = L '=Id+Id—L)+Id—-L)?*+---.)
Se ¢ = F(p) € F(V), queremos mostrar que
FYg+w)=Fq)+ DF(p)'w+ o(|Jwl]), w — 0.

Para w suficientemente pequeno, existe v € R™ tal que ¢ +w = F(p + v);
assim F~Y(¢+w) =p+ve F1(q) = p. Logo,

IF~ (¢ +w)— F~(q) — DF(p)” v
= |lo — DF(p) "]
=|-pF@) " (F@+v) - Fo) - DF()o)|
<IIDF@) [ |IF(p +v) — F(p) — DF(p)oll,

e entao

|F~'(q+w) — F~'(q) — DF(p) 'w||

(p)—ln . HF(p"i_’U) — F(p) — DF(p)’UH . HUH
o] Jlwll”

Agora,

v
|v]| = [Jw]| < [[w =] = |[|[F(p+v) — F(p) —v|| = |[R(p +v) — R(p)|| < H2”

donde [|w| > @ Portanto ﬁ é limitado e v — 0 quando w — 0. Isto
mostra que F~! ¢ diferenciavel em ¢, com derivada DF (p)~!.

. (a demonstragdo continua na préxima aula.)
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Aula passada. Vimos a noc¢do de difeomorfismo local e enunciamos o
teorema da fungao inversa:

Seja F': U — R”™ de classe C’k, k > 1. Entao F é um difeomor-
fismo local de classe C* em p € U se, e somente se, DF(p) é
invertivel.

Comegamos a demonstragdo da implicagdo («<). Supondo, sem perda de
generalidade, p = 0, F(p) = 0 e DF(p) = 1d, escrevemos

F(z) =z + R(z),  R(z) = o(|z]]),
e mostramos que:
1) F é injetiva em uma vizinhanca V' de 0; (V')
2) F(V) é aberto; (V')
3) F: V — F(V) é um difeomorfismo de classe C*.

Do item 3), s6 mostramos até agora que F~1: F(V) — V é diferenciavel.

10) Difeomorfismos e o teorema da funcio inversa (cont.)

Fim da demonstraciao do teorema da fungao inversa. Para ver que
F~1 ¢ de classe C*, denote

GL(R") :={L € L(R™;R") : L é isomorfismo},

que é um aberto em L(R™;R™). (Identificando aplicag¢oes lineares com ma-
trizes, GL(R™) = GLn(R) = {A € Myyn(R) : det A # 0}.)
Pela regra da cadeia, temos a férmula

DF~Y(q)=DF(F™'(q))"", qeF(V),

(se ¢ = F(p), entdo F~1(q) = p), isto é, o diagrama abaixo comuta:

F(V) P GL(R™) L
-1 Tinv ]
V ———— GL(R") L

Note que inv: GL(R") — GL(R"), L +~ L=, é um difeomorfismo de classe
.
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Exercicio 13.1. Mostre que inv: GL(R") — GL(R") é um difeomorfismo
de classe C*°. (Use a férmula
1 1
1 . t
der(a) VA = G ¢

onde C' é a matriz dos cofatores de A.)
Como DF é continua (pois F' € C¥, k > 1) e F~! também é continua
(pois é diferenciavel), segue que
DF'=invoDF o F~!
é continua. Isto mostra que F~! é de classe C'.

Se k > 2, note que em DF~! =invo DF o F~! temos inv de classe C*,
DF de classe C*~1 (em particular, C') e F~! de classe C'; logo DF~! é de
classe C'. Portanto, F~! é de classe C?. Por inducdo, mostramos que F !
é de classe C*. 0

Corolario 13.2. Seja U C R™ aberto e F: U — R™ de classe C’k, k>1.

(i) Se det JF(p) # 0 para todo p € U, entio F é uma aplicagdo aberta
(E(V') € aberto para todo aberto V.C U ).

(ii) Se det JF(p) # 0 para todop € U e F' € injetiva, entiao F': U — F(U)
é um difeomorfismo.

Exemplo 13.3. Seja
F:R? 5 R?, (z,y) — (t,8) = (2% + 32, 227).

Note que

t+s=a>+y*+ 22y = (z + y)*

t—s=a>+y* - 22y = (z—y)

)

0
2>0

VoV

Em coordenadas polares, F(rcosf,rsen ) = (r2,r? sen(20)).

S =
y S t
y=x
N U2 L ’
\\\ 7 F
Us ~ ol N\ — \%4
T t
)T r2
g Uy .
Yy=—-
s=—t
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Assim,
F(R*) ={(t,s):t+s>0, t—s >0},

que ¢é fechado (nao é aberto!). Temos

o 2(17 2y o 2_ 2
det JF = det <2y 2x> = 4(z* — y°),

de modo que F' é um difeomorfismo local no aberto

U={(z,y):x#ty} =U; uUs U U3 LU Uy.

Temos F(U) = F(U;) = {(t,s) :t+s>0, t —s >0} =V, e F é injetiva
(e portanto um difeomorfismo sobre V') em cada um dos U;. Por exemplo,

Vi+s+/t—s \/t—f—s—\/t—s>
2 ’ 2 ’

Fll:V = Uy, (t,s) — (

pois

2 2 2
+ =1 + =t+ +y=+t+
°+y (x+y) s Ty =1/ s
(x—y)?=t—s r—y=+t—s

20y = s

(a ultima equivaléncia valendo em Uy).

11) Teorema da fungao implicita
Seja g: U — R uma funcido. Como garantir que a equacao
g(z1,...,2p) =0
pode ser “resolvida” em alguma das variaveis z;7 Isto é, quando vale
g(z1,...,xn) =0 <= x; = f(1, ..., Ti—1,Tit1y---,Tp)

para alguma funcdo f (que ndo depende de z;)?7 Neste caso, dize-
mos que ¢ define z; como uma fungdo implicita das outras varidveis

L1y Ti—15Lit1y -5 Ty-
Em outras palavras: podemos descrever os pontos de {(z1,...,2,) :
g(x1,...,2y) = 0} como grdfico de uma fungio de 1, ..., Ti—1,Tit1y...,Tpn?

Exemplo 13.4 (Equagao de Kepler). Considere a equagao
M = E —esen(E),

onde 0 < e < 1 é uma constante (a excentricidade da érbita). Aqui E é
aproximadamente o dngulo 6 da posicdo do planeta na orbita eliptica, e M
é, a menos de constante, o tempo.
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planeta T

Podemos escrever E como fungao de M7 Neste caso, trata-se de uma funcgao
inversa: se

f(t) =t —esen(t), f'(t) =1 —ecos(t) > 0,
entdo existe uma inversa f~!.

Observagio. f~! ndo se escreve em termos de funcdes elementares (mas veja:
“férmula de inversao de Lagrange”).

Exemplo 13.5. Seja g(z,y) = 2% +y? — 1.

Y
slf hA
\\M $
Nio é possivel descrever S! globalmente como grafico de uma funcio. Con-
sidere o pedago

A={(z,y) €Sz >0}
A néo é o grafico de uma funcdo de x, mas é o grafico de uma funcéo de y:
(x,y) €A <= x=1/1—1y2
Teorema 13.6 (Funcao implicita, para uma tdnica equagao). Seja g: U C
R — R de classe C¥, k > 1. Sep € U € tal que g(p) =0 e 6679”(]9) #0,

entdo existem 6 > 0 e uma funcio f: V C R* ' — R, definida em uma
vizinhanga V' de (p1,...,pn—1), tais que:

(i) sex eV ely—ppl <9, entdo

g(xlw"axn—lvy) =0 << y:f(flf)7
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(i) f é de classe C* e

Jg
" oo (@ 1)
Ou seja: “se %(p) # 0, o conjunto {g = 0} é o gréfico de uma fungao
de x1,...,2,—1 na vizinhanga de (p1,...,pn-1)"
Tn

Rnfl

Observacdo 13.7. Se g(x) = a1x1 + - - - + apxy, é linear, a condigao %(p) =
an # 0 implica trivialmente que podemos resolver g = 0 em x,,.
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14 28/04

Aula passada. Terminamos a prova do teorema da fungao inversa (com
um exemplo) e enunciamos o teorema da fungao implicita para uma tnica
equacgao:

“g(x1,...,25) =0, a‘%(p) #0= x, = f(x1,...,2,-1) (funcdo
implicita) na vizinhanga de p.”

In
99— (: aqui z, nao é
<«— Oz, - ! n
funcao de x1,...,Tp_1
T1,..., Tpo1

O enunciado anélogo vale para qualquer varidvel z; no lugar de x,!

11) Teorema da fungdo implicita (cont.)

Corolario 14.1. Seg € C*(U) (k> 1) ep € U é tal que g(p) = 0 e dg(p) #
0, entdo existe uma vizinhanga V- C U de p tal que {x € V : g(x) =0} € o
grifico de wma funcdo de classe C*.

Demonstragio. Temos dg(p) # 0 se, e somente se, existe ¢ tal que %i(p) #£0,
e o enunciado segue do teorema da funcdo implicita aplicado & varidvel
X O
Exemplo 14.2. Seja g(z,y) = 2° +y> —1 e p = (x9,70) € SL.

)

/‘\{7:(1’07%)
Yop---v

&
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Temos

dg(p) = 2(wo dz(p) + yo dy(p))-
Se zg # 0, entdo S' é o grafico de uma funcdo de y na vizinhanca de p (a
saber, y — +1/1 —y2). Se yo # 0, entdo, analogamente, S' é o grafico de
uma funcado de x na vizinhanga de p.

Lembre que, se g € CK(U), k> 1, e
H={zecU:g(x)=0}

é tal que dg(p) # 0 para todo p € H, dizemos que H é a hipersuperficie
(de classe C*) definida por ¢ = 0. Assim, o coroldrio acima diz que “uma
hipersuperficie é localmente o grafico de uma funcao”.

Proposigio 14.3. Se H é uma hipersuperficie de classe C* (k > 1) definida
por g =0 epe€ H, entdo

Kerdg(p) = {c/(0) : c: (—¢,€) — H caminho de classe C*, c(0) = p}.

(0
c
— ™
—& 0 €
H

Demonstragio. Se c¢: (—e,e) — H é um caminho tal que ¢(0) = p, entdo
goc(t)=0 paratodot e (—¢,¢),
donde
dg(c(0)) ¢'(0) = dg(p) ' (0) = 0 <= (0) € Kerdg(p).

Para a outra inclusao, como dg(p) # 0, podemos supor 8879”(1)) # 0 (“a menos
de reordenar as varidveis”). Pelo teorema da funcao implicita, H é o grafico

de uma funcio (de classe C*¥) f(z1,...,2,_1) na vizinhanca de p, tal que
9y
oa, V=" g
! - (, f(z))

0xy,

Dado v = (v1,...,v,) € R™ tal que dg(p)v = 0, queremos c: (—e,e) - H
de classe C* tal que ¢/(0) = v.

Como g(x1,...,2n-1, f(x1,...,2yp—1)) =0, 0 caminho
c(t) :== (pr +tvr, ..., Pno1 +top—1, f(p1+tor, ..., Pp1 + tvy_1))

é de classe C* e sua imagem esté contida em H.
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grafico de f

c(t)

) S
Rnfl
Além disso, escrevendo p' = (p1,...,Dn-1),
9 0
C’(O) = <U17 vy Up—1, Ulai(p/) 4+ .4 vn_laxnf_l (p/)> )
Mas,
of of
v 0x1 (p ) T + Un—1 OLm 1 (p )
_ 1 dg dg
daTgn(p) < 1ax1 (p) + + Un—1 OLn_1 (p)>
= (L) =
2 (p) \ 0wy "

onde na segunda igualdade usamos que dg(p)v = 0. Portanto, ¢/(0) =v. O

Definigao 14.4. O subespaco T,H = Ker dg(p) é dito espago tangente a H
em p.

Ou seja, T,H ¢é o “espaco dos vetores tangentes em p de caminhos em
H”.

Vyg(p)

p+1T,H

H

Note que T,,H é o subespaco dos vetores ortogonais a Vg(p):
veT,H <= (v,Vyg(p)) =0.

Observagio (Atengao!). T, H C R™ é um subespaco vetorial, e ndo passa por
p necessariamente!
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Exemplo 14.5. Seja S" ! = {z ¢ R" : 22 + .- + 22 =1}. Sep € S,
entao
T,5" ' ={v e R" :vyp1 + - + vp, = O}

~
N
~

P
\\\\ p+Tp5n—1

S”_l Tpsnf 1

Observagdo 14.6. O gradiente Vg é ortogonal a todas as “hipersuperficies
de nivel”
{zr eU:g(x)=c}, ceR

(note que g(z) = ¢ <= g(z) —c=0).

)

)
-/

Aplicagcdo da proposicao: demonstragdo do teorema dos multi-
plicadores de Lagrange. Lembre o enunciado: sejam f € CY(U) e
H = {g = 0} C U uma hipersuperficie, com g € C*(U). Se p é um ex-
tremo local de f|p, entdo existe A € R tal que df (p) = Adg(p).

Demonstragio. Se p é um extremo local de f|g, entdo 0 é um extremo local
de foc: (—e,¢) — R para qualquer caminho (de classe C!) c: (—¢,¢) — H
com ¢(0) = p. Logo,

0= (foc)(0)=df(c(0))c(0) = df(p) ' (0).
Pela proposicao, T,H = Kerdg(p) C Kerdf(p), e o resultado segue do se-

guinte lema de algebra linear: se £,¢' € V* e Ker(¢) C Ker(¢'), entdo ¢' = N\
para algum A € R. O
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15 06/05

Aula passada.

« Hipersuperficies de classe C* (k> 1): H = {x € R" : g(z) = 0}, com
g de classe C* e dg(p) # 0 para todo p € H.

e Teorema da funcdo implicita: H ¢é localmente o grafico de uma fungao
(de classe C*) de n — 1 variaveis.

« Espaco tangente: T,H = Kerdg(p) = {c/(0) : ¢: (—e,e) - H, 0 — p}.

o Aplicacdo: multiplicadores de Lagrange.

11) Teorema da fungio implicita (cont.)

Vejamos agora a versao geral.

Teorema 15.1 (Funcao implicita). Seja U C R"™ x R™ = R"™™ ym aberto
(com coordenadas (z,y) = (z1,...,Tn,Y1,--.,Ym)) € G: U — R™ de classe
Ck (k>1). Se (p,q) €U é tal que G(p,q) =0 e

0G;
det <8 -(p, q)) # 0,
Y 1<i,j<m

entdo existem uma vizinhanca W de q e uma aplicagdo F: V CR™ — R™ de
classe O, definida em uma vizinhanga V' de p, tais que: se (z,y) € V x W,
entao

G(z,y) =0 <= y= F(x).
caso de uma tnica equagdo, visto anteriormente, corresponde a
0] d ini a ist teri t d
g: R xR - R
Observacdo. A matriz jacobiana de G tem a forma em blocos

G, )
Wi Jmx (n+m)’

J6=( 5

onde o primeiro bloco é m X n e o segundo é m X m.

Note que JG(p, q) representa o sistema linear em v = (vy,. .., Vpim):

dGi(p,q)v =0
JG(p,q) v=0 <=

———
A dGm(p,q)v =0
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H4 “mais incognitas que equagoes” (um sistema subdeterminado, ou under-
determined system). Escrevendo A = (B|C), temos

U1
Un,
Av=0 = ( B|C ) =0
Un+1
Un+m
U1
det C£0 -1 v
ot O ( C'B| I ) O
mxn mxm Un+41
Un+m
U1 Un+1
— C'B|:|+]| : |=0,
Un Un4+m

o que nos da os v,4; em fungao de vy, ..., vy,.

Demonstragdo do teorema. Defina
®: U — R" x R™, (x,y) = (z,G(z,y)).
Entdao ® é de classe C* e det J®(p, q) # 0, pois

I 0
Jo = —gatao— | .
9z; | dy;

Pelo teorema da funcdo inversa, existe uma vizinhanca ¥ C R™ x R™ de
(p,q) tal que ®|y: Y — ®(Y) é um difeomorfismo de classe C*. Podemos
supor que Y é da forma Y =V x W, onde V C R" (resp. W C R™) é uma
vizinhanca de p (resp. q). Note que ®~! ¢ da forma

Yz, y) = (x,V(x,y) €V x W.

Diminuindo V', se necessario, podemos supor que (z,0) € ®(V x W) para
todo x € V (pois ®(V x W) é um aberto que contém ®(p, ¢) = (p,0)). Tome
F(z) := ¥(z,0). Dado (z,y) € V x W,
G(r,y) =0 <= ®(z,y) = (,G(z,y)) = (z,0)
— (z,y) = d Yx,0) = (z,¥(z,0))
— y=VY(z,0) = F(z). O
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Observagao 15.2. As derivadas OF/0z; podem ser calculadas derivando
G(z,F(z)) = 0 e resolvendo o sistema linear em 0F,/0x;,...,0F,,/0x;: se
yj := Fj(x), entao

(Gl ()

0G Ox1 0G dx, OG Oyy 0G Oym,
o0x1 0x; +.“+8a:n ox; + 0y1 Ox; +'“+6ym ox;
0G  0G Oy n 0G Oym,

0:

Oz Oyp Oxy ' O Ox;’
ou seja, o .
ox; ox;
¢ = - )
OYm OGm
ox; ox;

onde C' = (gf?) ¢ a matriz do enunciado.
J

12) Imersoes, submersoes e posto constante

Definicao 15.3. Uma aplicacdo diferenciavel F': U C R®™ — R™ ¢é dita
imersio em p € U se DF(p): R™ — R™ é injetiva. Se F' é imersao em todo
p € U, dizemos que F' é uma imersdo (em U).

Observagdo. Se DF(p) é injetiva, entdo n < m.

Exemplo 15.4 (Imersdo candnica). Se n < m, temos a imersao

R™ — R™, (X1, yxp) = (T1,...,20,0,...,0).
Z2
R? 4 "

3

(21, 22) = (21,22,0) xQR

— T
T

| N

Exemplo 15.5. Seja ¢: I € R — R™ um caminho diferenciavel. Entao c é
imersdo em ¢ € I se, e somente se, ¢ (t) # 0. Considere

ca(t)=t4tY), )= -1, 3 —t)={# -1, t{t* - 1)).
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<

&1

e >t — x

ctspide em ¢ (0)

Temos
c(t) = (2t,3t%), () = (2t,3t> — 1).

Assim, ¢; nao é imersao em t = 0 (mas é injetival), enquanto cp é imersao
em todo ponto (mas nao é injetival!). (Ser imersao estd ligado & existéncia
de reta tangente.)

Teorema 15.6 (Forma local das imersées). Se F' € CK(U;R™), k > 1,
€ uma imersdo em p € U, entdo existem uma vizinhanca V C U de p e
um difeomorfismo G: W — G(W) C R™ de classe C*, definido em uma
vizinhanga W de F(p), tais que

GoF(x1,...,xy) = (z1,...,24,0,...,0) para todo (z1,...,x,) € V.
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e eo W
Z=F(p) s
[ \)
F
/ R™
1% - G
p
__-G(W)
GoF ';)
Rm
< (p,0)

Ou seja: “toda imersao é localmente canénica, a menos de uma mudanga de
sistema de coordenadas (difeomorfismo) no contradominio”.
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16 08/05

12) Imersoes, submersoes e posto constante (cont.)

Teorema 16.1 (Forma local das imersdes). Se F' € CK(U;R™), k > 1,
€ uma imersdo em p € U, entdo existem uma vizinhanca V C U de p e
um difeomorfismo G: W — G(W) C R™ de classe C*, definido em uma
vizinhanga W de F(p), tais que

GoF(x1,...,xn) = (x1,...,20,0,...,0) para todo (x1,...,z,) € V.

Demonstragdo. Por hipdtese, os vetores
v1 := DF(p)ei, ..., vy := DF(p)ey

sdo linearmente independentes, e podemos completd-los a uma base
Vi,...,Um de R™. Defina
H:UxR"™" —R™

(T1y ey Ty Tt 1y e -y ) — F(21, o0, Z0) + Tt 1Ung1 + -+ + T U

Note que H é de classe C¥ e DH(p,0): R™ — R™ é um isomorfismo, pois

| |
JH(p,0)=|v1 -+ vy

Pelo teorema da fungao inversa, existe uma vizinhanga W’ de (p,0) tal que
H: W' — H(W') é um difeomorfismo de classe C*. Tome W := H(W'),
G=H''eV={xeU: (2,00 € W} (logo V C F~L{(W)).

R™ i W
/A@
p n
x — (x,0) ///,-\\\\
: — R" x {0}
(P, 0)
S

Como

H(zy,...,2n,0,...,0) = F(x1,...,2p)



e H(zy,...,7,,0,...,0) = G Yz1,...,7,,0,...,0), concluimos que
GoF(r1,...,xy) = (x1,...,2,,0,...,0). O

Corolério 16.2. Se F € C1(U;R™) ¢é uma imersio em p € U, entdo existe
uma vizinhanga V de p onde F' € injetiva. ]

Em outras palavras: “imersoes sao localmente injetivas”.

Observagio 16.3. Também segue do teorema que F' é uma imersdo em uma
vizinhanca de p.

Definigao 16.4. Uma aplicagao diferenciavel F': U C R” — R™ é dita uma
submersdo em p € U se DF(p): R™ — R™ é sobrejetiva. Se F' é submersao
em todo p € U, dizemos que F é uma submersdio (em U).

Observagao 16.5. Se DF (p) é sobrejetiva, entdao n > m.
Exemplo 16.6 (Submersao canénica). Para n > m, a “proje¢ao”
R" — R™
(T1ye oy Ty Tt Ly -+ o5 Tn) — (T, - ooy i)
é uma submersao.

€2
A

x1 (371,:1,’2) — I

Rm
Exemplo 16.7. Se f: U — R é uma fungao diferenciavel, entao

f é submersdao em p € U <= df(p) #0 (isto é, p é ponto regular).

Exemplo 16.8. Seja f: R? = R, f(x,y) = 2y. Temos df = ydr+xdy, e f
é uma submersdo em R?\ {0}. A origem é uma “singularidade” das curvas
de nivel:
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singularidade

Observagdo 16.9. Em geral, DF(p) é sobrejetiva se, e somente se, os funci-
onais dFy(p),...,dF,,(p) sao linearmente independentes.

Teorema 16.10 (Forma local das submersoes). Se F' € CK(U;R™), k> 1,
€ uma submersao em p € U, entdo existem uma vizinhanca V C U de p e
um difeomorfismo G: W CR™ — V de classe C* tais que

FoG(xi,...,zn) = (x1,...,2m) para todo (x1,...,x,) € W.

V w

Rm
F(p)

Em outras palavras: “toda submersao é localmente canénica, a menos
de uma mudanca de sistema de coordenadas (difeomorfismo) no dominio”.

Demonstragdo. Por hipdtese, os vetores

oF oF

DF(p)er = 8761(1?% ..., DF(p)en, = 87”(1)) eR™

geram R™; logo, m destes vetores formam uma base de R”. A menos de uma
permutacgao das variaveis x; (que é um difeomorfismo no dominio), podemos
supor que DF(p)ey, ..., DF(p)ey,, formam uma base de R™. Defina

H:U—R"xR"T™x=R"
x+— (F (), Tmei1s- - Tn)s
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onde F(z) = (Fy(x),..., Fn(x)). Note que H é de classe C* e

DH(p)v = (DF(p)v, Umi1,---,Un)-

Logo,
DH(p)el = (DF<p)€1707"'70)7 EERE DH(p)em = (DF(p)em7O770)7
base de R™ x {0} CR"
DH(p)em+1 € em+1 + R™ x {0}, ..., DH(p)e,, € e, +R™ x {0}

é uma base de R™. Pelo teorema da funcao inversa, H é um difeomorfismo
em uma vizinhanca de p, e tomamos G = H . ]

Observagao 16.11. A hipétese sobre DF (p)ey, ..., DF(p)e,, na demonstra-

¢cdo é equivalente a
OF;
det (6 Z(10)) # 0.
i ) i<ig<m

Corolério 16.12. Se F € CY{(U;R™) ¢ uma submersdo em p € U, entdo
existe uma vizinhanga V' de p tal que F|y é aberta. ]

Em outras palavras: “submersoes sao aplicagoes abertas”.

Exercicio 16.13. Demonstre o coroldrio. (Composicao de aplicagdes aber-
tas é aberta; projecoes sao abertas.)

Lembre. O posto de uma transformacao linear L: R™ — R™ é a dimensao
da imagem. Se A é a matriz de L, o posto é

max. de colunas l.i. de A = max. de linhas 1.i. de A4

[ [
Lei,...,Le, € R™ Li,...,Ly € (R?)*

(o maior posto possivel é min(m,n)).

Teorema 16.14 (Posto constante). Seja F': U C R" — R™ de classe CF,
k > 1. Suponha que o posto de DF seja constante igual a r < min(m,n)

em uma vizinhanca de p € U. FEntao, existem vizinhancas V de p e W de
F(p) e difeomorfismos G: V' CR™ -V e H: W CR™ — W' tais que

HoFoG(xi,...,on) = (x1,...,2,0,...,0).
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V/

Em outras palavras: “uma aplicacio C* de posto constante = r é local-
mente da forma (xy,...,2,) — (21,...,2,,0,...,0), a menos de difeomor-
fismos (no dominio e no contradominio)”.

86



17 13/05

Aula passada.

o Forma local das imersdes (DF injetiva, n < m):

(1, zn) — (T1,...,2,,0,...,0).
o Forma local das submersoes (DF' sobrejetiva, n > m):

(1, oy xp) = (1,0, Tp)-

12) Imersoes, submersoes e posto constante (cont.)

Lembre. O posto de uma transformacao linear L: R™ — R™ é a dimensao
da imagem. Se A é a matriz de L, o posto é

méx. de colunas l.i. de A = madx. de linhas 1.i. de A

[ [
Lei,...,Le, € R™ L1,...,Ly € (R")*

O posto mdzimo (maior posto possivel) é min(m,n).

Relembremos o enunciado do teorema do posto constante, visto ao final
da aula passada.

Teorema 17.1 (Posto constante). Seja F: U C R — R™ de classe CF,
k > 1. Suponha que o posto de DF' seja constante igual a r < min(m,n)
em uma vizinhanga de p € U. Entdo, existem vizinhancas V de p e W de
F(p) e difeomorfismos G: V! CR" =V e H: W CR™ — W' tais que

HoFoG(xy,...,xy) = (1,...,24,0,...,0).
(Ver a figura da aula passada.) “Uma aplicacio C* de posto constante

r é localmente da forma (z1,...,2z,) — (z1,...,2.,0,...,0), a menos de
difeomorfismos (no dominio e no contradominio).”

Observagao. E importante que o posto seja constante em toda uma vizi-
nhanca de p!

Exemplo 17.2. Seja F: R? — R3, (t,5) > (12,13,5) = (z,y, 2).

F({0} x R)
L
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Temos

2t 0
JF = |3t 0],
0 1

e o posto de JF'(0,0) é 1; mas o posto de JF(t,s) é 2 para t # 0, isto é, o
posto s6 é 1 sobre o eixo s:

posto 1

t
posto 2 | posto 2

Mas nao é verdade que existem sistemas de coordenadas nos quais F é
da forma (t,s) — (¢,0,0) numa vizinhanca de (0,0). (F é injetiva, mas
(t,s) — (t,0,0) ndo é injetiva em nenhuma vizinhanga de (0,0).)

O teorema da funcéo inversa e as formas locais da imersao e da submerséao
80 corolarios imediatos do teorema do posto constante, pois:

(i) O posto de uma matriz A é a maior ordem (= ndimero de linhas ou
colunas) possivel de um menor (= determinante de uma submatriz
quadrada de A) ndo nulo de A.

(ii) Se JF(p) tem posto mdzimo igual a r, entdo existe um menor nao
nulo de ordem r. Se F' é C!, o menor andlogo de JF(z) serd ndao nulo
para todo z em uma vizinhanca de p. Como r é méximo, JF(x) tem
posto r para todo x em uma vizinhanca de p. Ou seja: “se DF(p) tem
posto maximo, entao DF tem posto maximo (logo constante) em uma
vizinhanca de p”.

(iii) L: R™ — R™ tem posto maximo se, e somente se,
L é um isomorfismo, se m = n,

L ¢ injetiva, sen < m,

~
L é sobrejetiva, sen = m.

Observacio 17.3. O argumento anterior mostra, mais geralmente, que, se F
é de classe C', a funcio

U—NCR
x +— posto de DF(z)
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é semicontinua inferiormente, isto é, para todo p € U, existe uma vizinhanga
V C U de p tal que

posto de DF(x) > posto de DF(p)

para todo x € V.

Demonstragcao do teorema do posto constante. Por hipdtese, Im(DF(p)) C
R™ é um subespaco de dimensdo r. A menos de uma mudanga de base
(isomorfismo linear R™ — R™), podemos supor que

Im(DF(p)) = Re; @ --- ® Re, = R" x {0} CR™.
Considere a projecao

P:R™ — R"
(X1, ey Tm) > (T1,. 0, ).

Pela forma local das submersoes (aplicada a P o F'), existe uma vizinhanga
V de p e um difeomorfismo (de classe C*) G: V! CR" — V tal que

PoFoG(x1,...,xn) = (T1,...,2p).

Logo,
FoG(x1,...,xn) = (x1,.. ., Zpy Yrgp1(T)s - - ., ym()),

onde y,41,...,Ym sao funcdes de classe C*. Note que

JFoG) = (1|0 \} onde D:(Si’l) .
ClD )ym—r YRS

Como G é um difeomorfismo, DG(z) é um isomorfismo, e portanto

posto de J(F o G)(x) = posto de JF(G(z))

é constante igual a » em uma vizinhanca de p’ = G~!(p). Assim, temos
D = 0 nesta mesma vizinhanca, que podemos supor conveza e igual a V’;
mais precisamente, tomamos V' uma bola centrada em p’, de modo que

(1, Tp D1y -5 Dp) € V' sempre que € V' (diminuindo-a ainda,
se necessario, na aplicagdo da forma local das imersdes abaixo). Logo,
Yrs1, - -+ Ym “ndo dependem das variaveis x,41,...,z,". Considere
I:R" — R"
/ /
(:Ela"'axr) ? (xla"'vzrapr-}—l?"'apn)?
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de forma que

FOGOI‘[fl(V/)(l’l,...,SCT)
- (xlv'--)xrv Z/r+1($1a-~ . axTap;-}-la' . 'ap/n)v’ . ’le( ' ))

é uma imersao em (p,...,p.). Pela forma local das imersoes, existe uma
vizinhanca W de F(p) (que podemos supor tal que V' C F~1(W)) e um
difeomorfismo H: W — W' C R™ (de classe C*¥) tal que

(HoFoGol)(x1,...,zy) = (x1,...,2,0,...,0).
Como FoGol(xy,...,o,) = FoG(x,...,x,), concluimos que

HoFoG(xi,...,on) = (x1,...,2,0,...,0). O
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Aula passada. Teorema do posto constante: se F': U C R" — R™ é de
classe C*, k > 1, e tem posto constante 7 em uma vizinhanca de p, entéo
“F é da forma”

(x1,...yzp) — (21,...,2,,0,...,0)

na vizinhanca de p.

Corolario 18.1. Seja F: U C R* — R™ de classe C*.

(i) Se F ¢ localmente injetiva, entao F é uma imersio em um aberto
denso em U. Em particular, n < m.

(ii) Se F € aberta, entao F é uma submersao em um aberto denso em U.
Em particular, n = m.

Demonstragio de (i). Seja W C U um aberto onde o posto de DF' é cons-
tante = r. Pelo teorema do posto, F “é da forma”

(1, yxn) = (T1,. .., 20,0,...,0).

Tal aplicacdo é injetiva se, e somente se, 7 = n. Logo, F' é uma imersao em
wW.

Se V' é um aberto qualquer em U, seja p € V onde DF(p) tem posto
méaximo = r em V (lembre: posto < min{m,n}).

Pela semicontinuidade inferior, existe uma vizinhanca W' de p onde o posto
de DF é > r. Logo, o posto de DF é constante igual a r em W := W' NV.
Pelo paragrafo anterior, r =n e F' é uma imersao em W. O

13) Variedades diferenciaveis (“suaves”)

Variedades sao generalizagoes de curvas e superficies para “objetos geomé-
tricos” de dimensao arbitraria.
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curva superficie

Observagdo 18.2. Existe uma nocao intrinseca de variedade. Neste curso,
trataremos apenas de subvariedades de algum R™.

Exemplo 18.3 (Péndulo duplo). Considere um péndulo duplo, com o pri-
meiro ponto fixo e hastes de comprimentos R; e Ra.

O espago de configuragoes (estados) é
S R X S Ra>»

onde Sp = {(z,y) € R?: 2% + y?> = R?}. Assim, Sk, x Sg, C R? x R? = R*
é um toro!

Queremos: uma nogao de “objeto geométrico” (variedade) M C R™ que
nos permita fazer calculo diferencial em M. Por exemplo: o que é a diferen-
ciabilidade de uma funcao f: M — R? E pontos criticos?

Propriedade fundamental: M é uma “variedade de dimenséo d” se M
“é localmente” um R
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Defini¢ao 18.4 (Milnor). Sejam X C R" e Y C R™ subconjuntos (arbitra-
rios!) e k > 1. Uma aplicagdo F': X — Y é dita de classe C* se, para todo
p € X, existe uma vizinhanca U C R™ de p e uma aplicacio de classe C*
F: U — R™ tal que

Flunx = Flunx.

Diremos que F': X — Y é um difeomorfismo de classe C* se F é um home-
omorfismo e F' e F~! sao de classe C*.

Observagdo 18.5. “De classe C*°” = suave.

Exemplo 18.6. Sejam X = {(x,y) € S':y >0} eY = (~1,1).

(z,9)

A aplicacao
F: X =Y, (z,y) —x

é um difeomorfismo (suave), com inversa F~!(z) = (z,v1 — 22).

Definicéo 18.7. Um subconjunto M C R” é uma subvariedade de classe C*
(k> 1) e dimensdo d se, para todo p € M, existe uma vizinhanga U C R"
de p tal que M NU ¢é difeomorfo (de classe C*) a um aberto V' C R%.

n
R .. M ¥
A \\ /\
| d
\ p /I! \_/ V R
Pp=¢!



Um difeomorfismo ¢: M NU — V C R? é dito uma carta (local). O difeo-
morfismo inverso 1) = ¢ 1: V C R = M NU é dito uma parametrizacdo.
As componentes de uma carta local ¢ = (¢1,...,¢q) sdo ditas coordenadas
locais.

Observagdao 18.8.

o “M?” vem de Mannigfaltigkeit (em inglés, manifold).
o “Carta” = mapa (cartografia).

Exemplo 18.9. Um aberto U C R” é uma variedade suave de dimensao n
(tome ¢ =Idy: U — U).

Observagio. O semiplano F = {(z,y) : y > 0} nao é uma variedade no
sentido acima.

Se p € OF e U C R? é uma vizinhanca de p, entdo U N F nao é difeomorfo
a um aberto de R? (para qualquer d). (Exercicio!)

Observagdo 18.10. Veremos que F' é uma “variedade com bordo”.

Exemplo 18.11. A esfera
STl —fr e R a2 4+ 422 =1}

é uma variedade suave de dimensdo n — 1. Seja N = (0,0,...,1) = ¢, e
considere a projecdo estereogrifica:
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on: STI\{N} — RV =R« {0} CR™
x — pn(z),

onde oy (z) é a intersecdo entre R*~! x {0} e a reta definida por N e .
Temos

N+tlx—N)=(0,0,...,1) +t(z1,22,...,25 — 1)
= (txy, txg, ..., 1+ t(z, — 1)),

que pertence a R*~1 x {0} se, e somente se, 1+ t(x,, — 1) = 0, ou seja,

L 1
o l-—x,
Logo,
SDN(;(;) _( I Tn—1 )
-z, 1—z,/)

Afirmagdo: ¢y: S"71\ {N} = R""! é um difeomorfismo suave.

De fato, se U = {x € R" : x, # 1}, entdo S" 1 NU = S" 1\ {N} e
on: S"INU — R"! se estende a uma aplicacio suave @y: U — R
(dada pela mesma férmula).

E a inversa? Temos

xX; .
QDN(I’):y — 1 Zx = Yi, Z:L"'an_l

- 4n

2 2

$1+"'+$_1 2
Ao Tt

n
1+, 1—22

_ .2 2
T (e

2 2
bty -1
R

2
el —x, = .
( " y%+-~-+yi_1+1>

Assim,

goj\,l: R — 571N U,
_ 1
R R

90]7\71(2/) (2y1,,2yn—17y%++y3_1_1)

Consideramos também a projecdo estereografica analoga com respeito a S =
(0,0,...,—1) = —e,. As duas cartas cobrem a esfera:
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19 22/05

Aula passada. Variedades: conjuntos que sio “localmente R%”. Mais
precisamente, M C R"™ é tal que, localmente, temos difeomorfismos
e:UNM —V CR%

Dizemos que ¢ é uma carta local e que ¢~ é uma parametrizacio local.

Exemplo: "' C R” é uma variedade de dimensao n — 1.

13) Variedades diferenciaveis (cont.)

Lema 19.1. Seja M C R™ uma variedade de classe C* (k > 1) e dimensdo
d. Uma aplicagio ¢: V — R", com V C R? aberto, tal que (V) C M ¢
uma parametrizacdao local de M se, e somente se,

(i) ¢ é uma imersdio de classe C*;

(i) o: V — (V) C M é um homeomorfismo, onde M tem a topologia
induzida de R™.

Demonstragio. (<) Por (i), (V') é um aberto de M (se ¢ é uma carta de
M em torno de ¢(x), entdo 1 o ¢ é uma aplicacio entre abertos de R? com
derivada injetiva, logo um difeomorfismo local, de imagem aberta), isto ¢,
existe U C R™ aberto tal que p(V) = UNM. Assim, o: V - UNM é
uma bijecao. Resta ver que é um difeomorfismo (de classe C¥), no sentido
da aula passada, isto é, que, localmente, ¢! se estende a uma aplicacio de
classe C* definida em um aberto de R™.

Pela forma local das imersdes, a menos de reduzir V e U, existe um
difeomorfismo G: U — U’ C R™ de classe C* tal que, para x = (21,...,74) €
V,

Gop(xy,...,xq9) = (z1,...,24,0,...,0).

Logo, se P: U’ — R? é a projecao (z1,...,x,) — (z1,...,24), entio
(Po@G)op=Idy,
ou seja, P oG é uma extensido de o~ ! a U. U

Observacdo.
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o A definicdo de variedade do Elon é a seguinte: M C R™ é uma varie-
dade se pode ser coberta por abertos U tais que M NU é imagem de
uma ¢ como no lema.

e« O fato de ¢ ser uma imersdo injetiva ndo garante que ¢ seja um
homeomorfismo sobre a sua imagem:

—— t—b

L 4 O

to b o(to)

jsNe}

Exemplo 19.2 (“Coordenadas esféricas” em R™). Considere

x1 = rcos(fr)
x9 = rsen(f) cos(62)

x3 = rsen(f)sen(fz) cos(d3)

ZTp—1 =rsen(fy)---sen(f,_2) cos(f,_1)

xn =71sen(fy)---sen(f,_2)sen(f,—_1),

onder >0,0<60,...,0, o <me0<0, 1 <2n. Paran=3:

z1

x1 = rcos(fq)
x9 = rsen(f;) cos(62)

x3 = rsen(f)sen(fy)

Obtemos assim uma parametrizacio local de S™~!:

@: (0,7)"2 % (0,21) — U NS !
(01,...,0n—2,0n_1) —> (cos(br),...,sen(fy) - -sen(f,_1)).

Para n = 3, temos U = R3\ {z : 23 =0, x5 > 0}.
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Exemplo 19.3 (Gréficos). Se F: U C R" — R™ é de classe C*, o grifico

3

Gr={(z,y) eUXxR™:y=F(z)}
é uma variedade de classe C* e dimenséo n. De fato,

0: U — Gp C RM™
r— (z, F(x))

é uma parametrizagao (global); a carta correspondente é a projegao.

Rm

g
S
P!
B!

Rn

-
B ----

Exemplo 19.4 (Hipersuperficie definida por uma equagao). Sejam U C R"
aberto e g € CF(U) tal que g(p) = 0 = dg(p) # 0. Entao

H={peU:g(p)=0}

(suponha H # ()) é uma variedade de classe C* e dimensio n — 1. Com
efeito, pelo teorema da funcdo implicita, H é localmente um grafico!

Exercicio 19.5.
1. Mostre que, se G: U C R® — R™ é uma submersdo em todo ponto
p € U tal que G(p) = 0, entdo {p € U : G(p) = 0} é uma va-

riedade de dimensdo n — m. (“Variedade definida pelas equagoes
Gy =:=Gy=0" com dGy,...,dG,, linearmente independentes.)
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{G2 =0}

—~
)
ol
I
(an)
—

!
{G1 =Gy =0}

2. (Definicao do Spivak.) Mostre que M C R™ é uma variedade de dimen-
sdo d se, e somente se, todo p € M admite uma vizinhanga U C R" e
um difeomorfismo F': U — V tal que

FUNM)=VNR x{0}) ={y €V :yap1 = =yn =0}

V,--

!

\ } -— R? x {0}

Seja M C R™ uma variedade de dimensao d.

Definigao 19.6. Dado p € M, o espago tangente a M em p é definido por
T,M =Tm(Dy(a): RY — R"),

onde p: V C R? = U N M é uma parametrizacio local em p e ¢(a) = p.

€2

€1
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Observagdo. Atengdo: T,M é um subespaco vetoriall Seus elementos sao
as “diregoes tangentes”. (O espaco afim p+T,M é o que de fato “tangencia”
M em p.)

Observagdo 19.7. T,M nao depende da escolha da parametrizacdo ¢: se
Q: V — U N M é uma outra parametrizacao, com ¢(a) = p, entao @‘1 o
é um difeomorfismo de uma vizinhanga de a em uma vizinhanga de @

(composicao de difeomorfismos ¢ difeomorfismo); logo D(4~! o )(a) é um
isomorfismo, e temos o diagrama comutativo

d
R De(a)

D(@‘lw)(a)lisom- R™

/D@(a)

Logo, Dp(a) e D@(a) tém a mesma imagem.

Rd

Exercicio 19.8.
1. Mostre que
T,M = {c'(0) € R" : ¢: (—¢&,¢) = M C R" de classe C', ¢(0) = p}.

Isto também mostra que 7, M nao depende da parametrizagao.
P

M

2. Mostre que, se M ¢é definida por G = 0 na vizinhanca de p, onde
G: U CR™ = R™ é uma submersao, entao

T,M = Ker(DG(p): R" — R™)
= KerdGi(p) N--- N KerdGp,(p).
(Cada Ker dG;(p) é um hiperplano.)
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Aula passada. Variedades via parametrizagoes locais ou equacdoes.

Observagdo. Uma cole¢ao {y;: Vi — U; N M };er de cartas ou parametriza-
¢oes locais tais que M = U;c; wi(V;) é dita um atlas de M.

Espaco tangente:

dp D
_ . d n f— —_— .« .. —
T,M =Im(Dy(a): R? - R") —Raxl(a)@ @R(%d(a),

onde p: V — U N M é uma parametrizacao local com ¢(a) = p.

13) Variedades diferencidveis (cont.): espaco tangente e apli-
cacoes diferenciaveis entre variedades

Exemplo 20.1. Se U C R" ¢ aberto e p € U, entao T,U = R"™.

Exemplo 20.2. Seja S% = {(z,y,2) € R® : 22 +y? + 22 = 1} e tome
peU=R3*\{(z,y,2) : 2 =0, y >0}, com

p = @(01,02) = (cos by, sen b cosby, senbsenby).

Temos
¢
20, = (—senfy, cosficosby, cosbsenbs),
1
(;9;0 = (0, —sen6;senfy, sen b cosby),
2
¢ ) )
7,52 =R-2 g R-Z.
P 001 005
Note que

<p7 gg)> = cos 61 (—sen6y) + (sen 0 cos 02)(cos 01 cos 03)
1

+ (sen 0 sen 03)(cos 0 sen O3)

= —cos 01 sen 01 + sen 07 cos 01 ((3082 05 + sen? 02) = 0,
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e, analogamente, <p, g—g‘i> = ... = 0. Portanto
T,5% = {v € R : (v,p) = 0}.
Isso é 6bvio, pois S? ¢ definida pela equacio g(z,y,2) = 2?2 +y> +22—1=0;
logo, T,,S* = Ker dg(p), onde
dg =2(xdx +ydy + zdz).

Exercicio 20.3. Determine uma parametrizacio do toro em R? obtido pela
revolugdo de um circulo de raio r e centro a uma distdncia R da origem.
Calcule os espagos tangentes.

Sejam M C R", N C R™ variedades de classe Ck e F: M — N uma
aplicacdo de classe CF, isto é, todo p € M admite uma vizinhanca U e uma
extensdo F': U — R™ de classe C* de F|yny a U.

RTL

Exercicio 20.4 (Defini¢do do Elon). Mostre que F': M — N ¢é de classe
CF se, e somente se, Fop: V — N C R™ é de classe C* para toda parame-
trizacao local ¢: V. — M NU de M.

Observagdo. Basta verificar isso para um atlas.
Definicao 20.5. A derivada de F': M — N em p é a aplicagéo linear
DF(p): T,M — Trp) N
v — DF(p)v.
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Lema 20.6. A derivada DF (p) ndo depende da escolha de F.

Demonstragdo. Sejam p: V — UNM e ¢': V' — U'N N parametrizagoes
locais de M e N, com pe U e F(U) CU'.

vnM —F AN

] v

1% - V!
(¢)"ToFoyp

Note que (¢')"to Fog:V — V' é uma aplicacio suave. Pela regra da
cadeia, temos um diagrama comutativo

DF(p)

Rn R™

D«p(aﬂ [pp@)  d=dmM, d=dmN.
R4 RY

D((¢)"oFop)(a)

Segue que DF(p) leva T,M = Im Dy(a) em TrpN = Im Dy'(a’). Além
disso, DF(p) oDy(a) = D(Fop)(a) s6 depende de F', e Dyp(a) é sobrejetiva
sobre T, M; logo DF(p)|r, 1 nao depende de F. O

Exercicio 20.7. Mostre que, se v = /(0) € T,M, onde c: (—e,e) - M é
um caminho de classe C* com ¢(0) = p, entdo

DF(p)c'(0) = (F 0 ¢)'(0).

Exemplo 20.8. Seja S' = {(z,y) € R? : 22 + y? = 1} e considere

F. St 6t
(z,y) — (2% — 3%, 22y).

Em coordenadas, (cosf,senfl) — (cos26,sen26); em notacdo complexa,
2=z +iy > 22
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Se p = (a,b), temos DF(p): T,S' — Tp(,)S*. Uma extensio é F(x,y) =
(22 — 9%, 2zy), definida em todo R?, e

~ _(2a =2b\ [v1)| _ avy — bug
DF(p)v = <2b 2a ) <v2> =2 (bvl + av2> :

Note que v € T,S' <= av; + bvy = 0, e entdo
p

(a® — b*)(avy — buy) + 2ab(bvy + avs)
= (a® — b%) 2av1 + 2a(b*vy — a*vy) =0,
isto é, DE(p)v € Tp(p)St, pois F(p) = (a* — b, 2ab).
Facamos agora a conta via parametrizacoes locais. Se p = (cos 6y, sen 6y),

entdao F'(p) = (cos(26p),sen(26y)), e temos

(cosB,senf) € S ——E 5 G135 (cos @, send’)

] I

0 € (90—6,90+€) —_— (290 —6’,2904—6’) 3¢
() ToFop

onde (¢')"t o Fop: 6+ 20. Logo,
DF (p)
T,5" TF(p)S
D(p(@o)Tisom. isomTDSDI(QGO) v 2,
R—— R

ou seja, nessas coordenadas DF(p) é a “multiplicagdo por 2.
Todas as propriedades de derivadas valem no contexto de variedades:

e Regra da cadeia: se FF: M — N e G: N — P sao aplicagoes de
classe C*, entao

M 22D, N

D(G o F)(p) = DG(F(p)) o DF(p) - GoF\ JDG
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e Derivada da identidade: para Idy;: M — M,

D1dp(p) = 1dg,pr: T,M — T, M.

e Teorema da fungdo inversa: se DF(p): T,M — Trp)N é um iso-
morfismo, entdo F': M — N é um difeomorfismo local em p.
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Aula passada. Se M, N sio variedades, F': M — N e p € M, temos
a derivada DF(p): Ty,M — Trp)N: “a derivada é uma transformacao li-
near entre os espacos tangentes”. Ela satisfaz propriedades andlogas as da
derivada de aplicagbes entre abertos.

14) Valores regulares

Sejam M, N variedades de classe C* (k > 1) e F: M — N uma aplicacio
de classe C*.

Defini¢ao 21.1. Um ponto p € M é dito um ponto reqular de F: M — N
se ' é uma submersao em p, isto é, se DF (p): TyM — Tr@p)N € sobrejetiva.
Se p nao é regular, dizemos que p é um ponto critico de F.

Observagdo. Se F' admite um ponto regular, entdo dim M > dim N.

Exemplo 21.2. Considere a projecao de um toro M sobre uma reta:

e pontos criticos

x valores criticos

Exemplo 21.3. Se M C R™ é uma hipersuperficie definida pela equacao
g=0¢e f: R" - R é uma fungdo, entdo p € M é um ponto critico de
f| MM —=>R

<= df(p)|r,nr: TpM — R nao é sobrejetiva
< df(p)|lr,;m =0 <= T,M C Kerdf(p)
<= Kerdyg(p) € Kerdf(p) <= df(p) = Ady(p)

para algum A € R (“multiplicador de Lagrange”).

Definicao 21.4. Para M, N, F' como na defini¢do anterior, um ponto ¢ € N
¢é dito um wvalor critico de F': M — N se é imagem de algum ponto critico
de F. Caso contrério, ¢ é dito um wvalor reqular de F'.

Exemplo 21.5. No exemplo do toro, os pontos marcados com X sdo os
valores criticos.
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Observagdo. Atencgao: um valor regular ndo é definido como a imagem de
um ponto regular! E preciso que todos os pontos na fibra, p € F~1(q), sejam
regulares.

Observagdo. Se F~1(q) = (), entdo q é valor regular!

Observagdo. Um conjunto da forma F~1(g) é dito uma fibra ou um conjunto
de nivel.

Teorema 21.6 (Fibras regulares). Se ¢ € N é um valor regular de uma
aplicagio F: M — N de classe C* (k > 1), entdo F~'(q) € M ¢ uma
variedade de classe CF e dimensdo

dim F~1(q) = dim M — dim N.

Demonstragdo. Seja p € F~1(q). Por hipétese, DF(p): T,M — T,N
é sobrejetiva.  Logo, Ker DF(p) é um espago vetorial de dimensao
dimM —dim N =:e. Se M C R"™ considere uma aplicacdo linear
L: R" — R que induz um isomorfismo L|ker pr(p): Ker DF(p) = R
e defina

G: M — N x R
z— (F(z), L(z)),

que é de classe C*. Note que
DG(p)v = (DF(p)v, Lv) € T,N x R®,

logo DG(p) é injetiva e, portanto, um isomorfismo, por dimensdo! Pelo
teorema da funcao inversa, G é um difeomorfismo de uma vizinhanca de
p € M sobre uma vizinhanga de (¢, L(p)) € N x R®. Nesta vizinhanga,
F~Y(q) corresponde, via G, a {q} x R®, que é uma variedade de dimensdo
e. [

Exemplo 21.7. S»~! C R™ é uma variedade de dimensdao n— 1, pois 1 € R
é um valor regular de g: R* - R, g(z) =23 + -+ + 22, e S 1 = g71(1).

Exemplo 21.8. Se dimM = dim N e ¢ € N é um valor regular de F,
entdao F~1(¢) é um conjunto discreto (uma variedade de dimensdo 0). (Se
M é compacta, F~1(q) é finito! Isso é usado para definir o “grau” de uma
aplicagao.)

Exercicio 21.9. Verifique que O(n) = {A € M,xn(R) : AA! = A'A = I}

é uma variedade compacta de dimensao n(nz_l) e calcule T7O(n). O(n) é
conexo?

Exercicio 21.10 (“Fibras de posto constante”). Mostre que, se F': M — N
tem posto constante r em uma vizinhanca de F~1(q), entdo F~!(¢) é uma
variedade de dimensao dim M — 7.
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O que podemos dizer sobre a existéncia de valores regulares?

Teorema 21.11 (Brown-Sard). Sejam M, N wvariedades de classe C*
e F: M — N uma aplicagio de classe C* (k > 1). Suponha que

k>dimM —dim N+ 1. Entdo o subconjunto dos wvalores requlares de
F € denso em N.
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Aula passada.

o Valores regulares de F': M — N: sa3o os pontos ¢ € N tais que
DF(p): TyM — Tpg,)N é sobrejetiva para todo p € F~1(q).

e Se ¢ € N é um valor regular, entdio F~!(¢q) é uma variedade, com
dim F~!(g) = dim M — dim N.

o Teorema de Brown—Sard: se k > 0, entdo o conjunto
{q € N : q é valor regular de F': M — N}

é denso em N. (Observe que esse conjunto nem sempre é aberto!)

Teorema 22.1 (Sard). Seja U C R™ um aberto e F: U — R™ uma aplica-
¢io de classe C*, com k > max{n—m+1,1}. Entdo o conjunto dos valores
criticos de F' tem medida nula em R™.

Vamos explicar o que significa ter medida nula.
Definig¢ao 22.2. Se B = (a1,b1) X -+ X (an, b,) € R™ é um bloco aberto, a
sua medida (ou “volume”) é

n

p(B) = [ (b — ).

i=1
Dizemos que um subconjunto S C R™ tem medida nula se, para todo € > 0,
existem blocos abertos By, B, Bo, ... tais que

. 5 CUZ, B

. Yo u(B) < e
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Exemplo 22.4. Se S C R"” é enumeréavel, entdo S tem medida nula!

Exemplo 22.5. Pelo teorema de Sard, uma variedade M C R" de dimen-
sa0 < n tem medida nula. (Ou use que “a imagem de um conjunto de medida
nula por uma aplicacdo localmente Lipschitz tem medida nula”.)

Exercicio 22.6. Mostre que, se S C R™ tem medida nula, entdo R™ \ S é
denso.

Exercicio 22.7. Leia o capitulo “Conjuntos de medida nula” no Elon, §6.2.

15) Formas alternadas
Objetivo: desenvolver uma teoria de integragdo em variedades. O que vamos
integrar? Nao funcGes, mas sim formas diferenciais.

A ideia bésica é integrar em uma variedade via parametrizacoes locais.
Mas a integral ndo pode depender da parametrizagao! Por exemplo, fazendo
a mudanca de varidveis t = 2u,

/b F(b) dt /b/2f<2)2d
a ~—— B a/2 " -

forma diferencial

Informalmente: “forma diferencial = integrando que se transforma de
maneira que a integral seja invariante por mudanca de coordenadas”.

Formalmente, uma forma diferencial w em uma variedade M é uma as-
sociagao
p €M ~ wy, forma alternada em T, M

que varia diferenciavelmente com respeito a p. A forma alternada w, é a
“versao linearizada (infinitesimal) de uma forma diferencial”.

Definicao 22.8. Uma k-forma alternada (ou forma alternada de grau k)
em um espaco vetorial V é uma funcao

a:VF=Vx...xV —R

k vezes

tal que:
(i) « é k-linear (isto é, linear em cada “coordenada” V);
ii) a(vy,...,vr) =0 se v; = v; para algum i # j.
j

Exemplo 22.9. Uma 1-forma alternada é o mesmo que um funcional linear
a: V — R (a condigao (ii) é vazia).
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Exemplo 22.10. A aplicacdo

2 9 a c a b
wwron (()(5)aft )

é uma 2-forma alternada em RZ.

Observagio 22.11 (k = 0). Temos V? = {0} (espago vetorial nulo). Uma
O-forma alternada é uma funcao a: {0} — R, que se identifica com o nimero
a(0) e R.

Intuicao geométrica. Uma k-forma alternada é um dispositivo algébrico
que atribui uma “medicao” a todo paralelepipedo k-dimensional orientado
em V,

P={tiwv+ -+t eV :0<t; <1}

U2

0 (41
Aqui (vy,...,vg) s@o os geradores de P, e a ordem dos v; determina uma
orientacao.

Exemplo 22.12. Os pares (e, e2) e (e2,e1) determinam o mesmo parale-
lepipedo em R?, mas com orientacdes opostas.

€2 g =y
’61 ’61
(e1,e2) (62, 61)
Propriedades de uma forma alternada: «(v1,...,v;) se comporta como

um volume k-dimensional (com sinal). Por exemplo, se v; = v;, o paralele-
pipedo tem dimensao < k, e portanto seu volume é 0.

Lema 22.13. Seja a: V¥ — R uma forma alternada.
(i) Sel<i<j<k, entio
AV, Uiy, U,y V) = — (V1,0 Uy, Vg, UE).

(ii) Se vi,...,vx sao linearmente dependentes, entio a(vy,...,v) = 0.
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Demonstragio. (i) Denote o(vi,...,v;,...,0,...,0) = a(v;,vj). Temos

0 = a(v; + vj, v + vj) = a(vi, v;) + a(vy, v5) + a(vj, v;) + a(vj, vj)
=«

(Uivvj) + Oé(Uj,’UZ').

(ii) Podemos supor (usando (i)) que v; = Agvg + - - - + Agvg. Logo

k
Ck('l)l,. S Ug) = Oé()\gvg + o AUk, e, V) = Z)\ia(vi,vg,...,vk) =0,
i=2
pois cada termo da soma tem um vetor repetido. ]

Observagdo 22.14. O item (i) acima diz que formas alternadas sdo antissi-
métricas. Mais geralmente, se o é uma permutagao de {1,...,k}, entao

a(Vg(1), - -+ Vo(k)) = sgn(o) a(vi, . .., ),
onde sgn(o) € {£1} é o sinal de o:
sgn(o) = (1",

sendo n (o) o ntimero de transposigoes (trocas de posigao entre dois elementos
de {1,...,k}) necessérias até obter o. Note que sgn(o o7) = sgn(o)sgn(7).

Exemplo 22.15.

o Para o: (1,2,3) (1,3,2), basta uma transposicao (trocar 2 e 3),
logo sgn(o) = (—1)! = —1.

o Parao:(1,2,3)— (2,3,1), usamos duas transposigoes:

12 13
—_—

(1,2,3) —— (2,1,3) (2,3,1),

logo sgn(o) = (—=1)? = 1.
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23 05/06

Aula passada.

o k-forma alternada em V: a: V¥ — R tal que (i) o é k-linear; (ii)
a(vi,...,vx) =0se v; =vj, 1 # j.

o Antissimetria: a(vy(1),.--,Vek)) = sgn(o) alvi,...,vx), para o per-
mutacado de {1,...,k}.

15) Formas alternadas (cont.)

Exercicio 23.1 (Projetor alternado). Mostre que, se f: V¥ — R é k-linear,
entao

1
Af: Vk — R, (Ulv s ,Uk) = stgn(a) f(vcr(l)v' : 'avo(k))a

onde a soma percorre todas as permutacoes de {1,...,k}, é uma k-forma
alternada. Mostre que, se f é alternada, entdo Af = f.

Notagdo. A¥(V)={a:V*¥ = R:a é k-forma alternada}.
Note que A¥(V) é um espaco vetorial!
Exemplo 23.2. A%(V)=Re AYV) =V*.

Exemplo 23.3. Se dimV = n, entdao A*(V) = {0} para todo k > n (se-
gue do lema da aula passada, pois k > n vetores sdo sempre linearmente
dependentes).

Assim, os espagos nao triviais de formas alternadas séo
AO(V)y =R, AYV)=V* A%V), ..., A™(V).

Definicao 23.4. Se T: V — W é uma transformacao linear e a € A*(WW),
o pullback de a por T é

T*a: VF 5 R, (v1y...,v5) = a(Tvy, ..., Tog).
Note que T*a € AF(V) e que o pullback é uma aplicacio linear
T AF(W) = AF(V).

Exemplo 23.5. Seja m: R? — R2, (z,y,2) — (7,9), e a = det € A%(R?).
Entdo m*a € A%(R3) é dada por

ﬂ_*a((x,:% Z), (x” y17 ZI)) = a((ac, y)7 (l‘l,y,)) = det (y y/> ’
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(Pergunta da aula passada: considere os vetores (1,0,1) e (1,0,2).)
Defini¢ao 23.6. O produto wedge (ou produto exterior) de o € AP(V) e
Be AL V) é

aAB: VPHe 5 R,

1
(V150 Upgq) ol Z sgn(0) A(Vg(1)s - -+ > Va(p)) BVa(pt1)s - -+ > Va(ptq))-

Note (exercicio!) que a A 8 € APT4(V), e obtemos uma aplicacao
AP(V) x AU(V) — APTI(V), (o, B) — aAB.

Exemplo 23.7. Se a1,z € AY(V) = V* entdo a; Aag € A2(V) e

a1 (’Ul) 011(112)> '

ag A 042(1)171)2) = al(vl)ag(vg) — 061(’02)062(’01) = det <O¢2(’U1) 042(1]2)

Exemplo 23.8. Seja (e1,e3) a base candnica de R? e (e}, e3) a base dual
de (R?)*. Entdao

AR =R, A'R*) =Rej@Res, A%*(R?*) =Re} el
De fato, se a € A%2(R?), entdo a = a(er,e2) el A el

Exemplo 23.9. Sejam a € A%2(V) e 8 € AL(V). Entdo

a A B(vi,ve,v3) = %(a(vl,vg)ﬁ(vg) — afvy,v3)B(v2) + a(ve,v3)5(v1)

— a(vg,v1)B(v3) + a(vs, v1)B(v2) — av3, va)B(v1))
= a(v1,v2)B(v3) — a(v1,v3)B(v2) + a(ve, v3)B(v1).

Teorema 23.10 (Propriedades de A). Sejam o € AP(V), g€ AY(V), v €
A"(V) e A e R. O produto N\ é:
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(i) bilinear (quando os graus permitem as somas, isto €, p = q na primeira
igualdade e ¢ = r na sequnda):

(a+AB)Ay=aAy+AB A7, aN(B+N)=aANB+raNny;
(7i) anticomutativo: o\ = (—1)P1 3 A «a;
(7ii) associativo: a N (BAY) = (aAB)Ay;
(iv) compativel com pullback: T*(a A B) = T*a ANT*p.

Demonstra¢ao. Exercicio!l Algumas indicagoes:
(i) e (iv): aplicacao direta da definigao.
(ii): considere a permutagao

¢+1 q+2 -+ q+p 1 - q )7

(iii): considere Af, onde

f(Uh s 7vp+q+r)
= a(vi, ., 0p) B(Up+1, -+ s Vpig) V(Vptgtts - - Upigir). O
Teorema 23.11. Se lq,..., £, é uma base de V* = AY(V), entdo, para todo
ke{l,...,n},
é,;l/\-~-/\£2-k, 1<y < <ip < n,

¢ uma base de A*(V). Em particular,

dim A*(V) = (k‘) .

Exemplo 23.12. Seja e}, €}, ¢} a base dual candnica de (R?)*. Entao
A°(R%) =R,
AY(R3) = Re} @ Re} @ Re,
A%(R3) = Ref A el @ Rej Al @ Rej Ach,
A3RY =R el NesAes.
—

Observagdo 23.13. Se n = dim V', entao A™(V') sempre tem dimensao 1! Se

w1, ..., w, ¢ uma base de V e w € A™(V), entdo, para todos vy, ..., vy,
n
w(vi, ..., vn) = det(a;j) w(wi, ..., wy), onde vj = Zazjwi.
=1

(Em particular, se T:V — V ¢é uma transformacao linear, entdo
T*w = det(T) w.)
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16) Formas diferenciais

Seja M uma variedade de classe C" (r > 1) e dimensdo d. Se ¢ =
(01,...,04): U — V CR?é uma carta local de M (as ¢;: U — R sdo as
“fungdes coordenadas”), para todo p € U temos

dp1(p),- .., dpa(p) € (T,M)* = AN(T,M).
Logo, pelo teorema anterior, uma base de A*(T, »M) é dada por
dgoil(p)/\---/\dgoik(p), 1< << <d.

Defini¢do 23.14. Uma k-forma diferencial (de classe C"~!) w em M é uma
associagao

peM — w(p) € AK(T,M)
tal que, para toda carta local ¢ = (p1,...,¢4): U — V C R% de M, as
funcoes fi,,.. i, : U — R definidas por

wp) =Y. firin(p)dpi (p) A+ Ads, (p)

i1<"'<ik
sao de classe C™ 1.

Observagdo. O expoente r — 1 se deve ao seguinte: numa mudanca de cartas
ot que é de classe C”, as formas di; se escrevem como combinacoes
das dp; com coeficientes dados pelas derivadas parciais de ¥ o ¢ ™!, que sdo
de classe C" 1.

Observagao 23.15. Basta verificar a propriedade acima para um atlas. (Exer-
cicio!)

Notacao.
wlo =D fiinden A Ads,.

11 < <ip
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24 10/06

Aula passada.

o O espaco das k-formas alternadas A*(V):

(i) pullback: T: W — V induz T*: A¥(V) — AR(W);

(ii) produto A (wedge): AP(V) x AYV) — APTI(V), (o, B) = a A 3,
que é anticomutativo: aw A B = (—=1)P5 A a. Em particular,

acAYV) = aAha=0

(cuidado, isso nao vale para formas de grau par!);

(iii) se dimV = n, entdo dim A*(V) = (}) (k < n), com base £;, A
<Nl iy < -+ < ig,ondefy,..., L, é uma base de V* = AY(V).

¢ Uma k-forma diferencial w em uma variedade M de classe C" é uma as-
sociagdo p € M +— w(p) € A¥(T,M) tal que, se ¢ = (x1,...,7q4): U —
R? é uma carta local,

U.}|U = Z fi17~--,ik dwil AEEEWA dxik’

11 <---<ig

onde as fj, . 4. : U — R sdo de classe cr—1.

16) Formas diferenciais (cont.)

De agora em diante, para simplificar, tudo serda C*° (variedades, aplicagoes,
formas diferenciais etc.).

Notagdo. QF(M) denota o espaco vetorial das k-formas diferenciais em
M.

Exemplo 24.1. Seja U C R"™ aberto. Entéao

w & Qk(U) = w= Z fi17._.7¢k dZL‘il JANCIERAN dIL‘ik, fil:-~~7ik (S COO(U),

<<y

onde z1,...,x,: U — Rsdo as coordenadas canonicas. Lembre que dz;(p) =

*
€; -

Exemplo 24.2. Seja I C R um intervalo aberto (com coordenada t). Entao

we) = w=f(t)dt, feC>).
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Exemplo 24.3. Seja U C R? aberto, com coordenadas z,y, z. Os elementos
de Q¥(U) sao da forma:

QU f,

QYU):  fdx+gdy+ hdz,

Q2(U):  fdxNdy+ gdz Adz+ hdy A dz,
Q3U):  fdxNdyAdz,

com f,g,h € C>®(U).

Exemplo 24.4. Q°(M) = C*®(M). (Uma O-forma é s6 uma fungio
f: M —=R)

Exemplo 24.5. Se f € C*®(M), entdo df € Q'(M). Note que, para todo
peM,
df (p) € (T,M)* = AY(T,M).

Se ¢ = (x1,...,74): U — R? sdo coordenadas locais, entdo
d
of
= O

onde, por defini¢ao,

(ggi)(p) = ai(f o~ ) (e(p)),

e (t1,...,tq) denotam as coordenadas canénicas de RY.

Exercicio 24.6. Mostre a féormula acima. (E uma aplicacdo da regra da
cadeia.)
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Produto wedge (“ponto a ponto”):

QOP(M) x QI(M) — QPTI(M), (w,n) —»wAn,
onde (w A n)(p) = w(p) An(p)-
Exemplo 24.7. Em R?:

(e dx + xdy) A (ydr) = e* Py de A de +xydy A de = —xydx A dy.
=0

Pullback. Uma aplicagdo suave F': M — N induz, para todo k,
F*: QF(N) — QF (M), w— Frw,
onde (F*w)(p) = DF(p)* w(F(p)).
Se g € Q%(N) = C*®(N), entdo:
(i) Frg=goF;
(ii) F*(dg) = d(F*g) =d(go F). De fato,
F*(dg)(p) = DF(p)" dg(F(p)) = dg(F(p)) e DF(p) = d(g o F)(p)
pela regra da cadeia;
(iii) F*(wAn) =F*w A F*n.

Observagio 24.8. Se ¢ = (z1,...,2q): U = Rée o' = (y1,...,5.): U — R®
sao coordenadas locais em M e N, respectivamente, tais que F(U) C U’, e
wlgr =3 Giyoip AYiy A -+ A dy;,,, entao

(Fwly = D Fgira dF i) A Ad(Fy;,),
onde d(F*y;) =3, 8(57;?“) dxj, e entdo basta expandir.
Exemplo 24.9. Seja w = fdz +gdy € Q'(R?) ec: I C R — R? um
caminho suave, ¢ = (¢1, ¢2). Entédo
cw = (foc)der + (g0 ) des = (F(e(t)) h(1) + glelt)) ch() dt.

Exemplo 24.10. Se i: M <+ N é uma inclusdo e w € QF(N), denotamos
wly = i*w.

Exemplo 24.11. O “elemento de angulo”

dy —yd
dp — 2~
¢ +y

d4 origem a df|g1 € Q1(S1).

€ Q'(R*\ {0})

120



Definigao 24.12. Uma variedade M de dimensao d é orientdvel se existe
w € Q4M), dita forma de orientacio, tal que w(p) # 0 para todo p € M.

Exemplo 24.13. R™ é orientavel: tome w = dx1 A --- A dx,,.
Exemplo 24.14. S' ¢ orientédvel: tome w = df.

Exemplo 24.15. A faixa de Mobius ndo é orientével.

colar os lados com as setas

Duas formas de orientacio w,w’ € Q¥ (M) sdo equivalentes se w = fw'
com f > 0. Uma orientagio em M é uma classe de equivaléncia [w] de
formas de orientacao.

Exercicio 24.16. Mostre que, se M é conexa e orientavel, existem apenas
duas orientagoes.

Defini¢ao 24.17. Seja (M C R", [w]) uma d-variedade orientada. A forma
volume de M é a unica d-forma wy, equivalente a w tal que

Wyol (P) (w1, ..., wq) =1

para qualquer base ortonormal (com respeito ao produto interno (-, -) de R")
wi, ..., wq de TyM tal que w(p)(wr, ..., wq) > 0.

Observagao 24.18. Isso nao depende de (wy,...,wq), pois duas bases orto-
normais (com a mesma orientacdo) diferem de uma isometria (matriz orto-
gonal).
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25 12/06

Aula passada.

o QF(M) denota o espaco das k-formas diferenciais em M: a cada p € M
associamos w(p) € A¥(T,M). Em coordenadas locais ¢ = (z1,...,24),

w = Z fil,...,ik da;il VANERRIAN dazik, fih---,ik € COO(U)

1< <ip

o Produto wedge e pullback (que generaliza a restrigao).

o Forma volume: dada (M, [w]), com M C R", a forma volume ¢é a
d-forma wye € QM) tal que wyo € (W] e

wyol(p) (w1, ..., wg) =1
para toda base ortonormal positiva wy, ..., wq de T,M (isto é, tal que
w(p)(wi, ..., wg) > 0).
16) Formas diferenciais (cont.)

Exemplo 25.1. A forma dx; A --- A dzy, é a forma volume de (R”, [dz1 A
-+ ANdzy,]). Esta é a chamada “orientagao positiva” de R™; paran = 3, é a
orientacdo dada pela “regra da mao direita”.

€3
(&

€2
—————
“ Ab_,
€1
€1

Exemplo 25.2. Se H C R" é uma hipersuperficie definida pela equacao
g =0, entdo H é orientéavel. De fato, seja

2

Vg
2k

ﬁ:

Para todo p € H, 7i(p) é um vetor unitario ortogonal a T,H (“campo de
vetores normais a H”).
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A forma volume de H é

n
Wyol = z:(—l)f‘Jrl n;dri AN --- ANdx; A --- Ndxy, .
i=1

onde n; = % /lIVyg|| é a i-ésima componente de i, e o chapéu indica que
T
dx; foi omitido.
Note que, se v, ...,v, € T,H, entao

wyol(P) (v, ..., vn) =det [ Ti(p) v2 -+ vy,

(pela férmula de Laplace, expandindo na primeira coluna).

Exemplo 25.3 (Forma volume de $"~! C R"?). Tomando g(z) = 22 +---+
x2 — 1, temos 7i(z) = x/||z|| (note que 7i(z) = x se x € S 1). Logo

n
ot = D (=1) T Laydwy Ao Adwg Ao A day|

n—l'
=1 S

Exercicio 25.4. Calcule o pullback de wyo pela parametrizagdo por coor-
denadas esféricas. (Por exemplo, para n = 2, temos ¢*(xdy — ydx) = db,
onde p(f) = (cosf,senf).)

17) Derivada exterior

A derivada exterior responde & pergunta: “como derivar uma forma diferen-
cial?”

Ideia: estender
d: C®°(M) = QM) — QY M), [+ df,
para operadores lineares

d: QF(M) — QFL(M), wr— dw. (A)
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Teorema 25.5. FEriste uma unica familia de operadores lineares (A), para
toda variedade M e todo k € N, tais que:

(i) (Derivada de funcoes) Se f € C(M) = QO(M), entdo df é a diferen-
cial de f.

(7i) (Regra de Leibniz com sinal) Se w € QP(M) e n € Q4(M), entao
dwAn) =dwAn+ (—1)PwAdn.
(iii) (d?> =0) Se w € QF(M), entio d(dw) = 0.

(iv) (Compatibilidade com pullback, ou “naturalidade”) Dados F': M — N
ew e QF(N), entio
d(F*w) = F*(dw).

Exemplo 25.6. Sejam U C R" aberto e w € Q¥(U),
W = Z firsoip dzig N+ Nda, .

1< <ig
Entao
dw = Z d(fiy.. i dziy A Nday,) (linearidade)
i <<
= > (dfarip Ay A Aday,
11 <o <ip
F firsi d(dagy A - Adxik)) (i)
D e af“’ e dg A dagy A - A da, (i)
11<<tp 1
onde o termo d(dxzj, A --- Adx;, ) se anula por (ii) e (iii).

Observagdo 25.7. Resumindo: em coordenadas locais, e usando a notagao
de multi-indice I = (i1,..., 1),

d(Zf] dl’]) = de] ANdzxy.
1 1

Exemplo 25.8 (Por que d? = 0?). Seja f € C*®°(U). Entdo df = (% L day +
+ %daﬁn eQU) e

- of & Oy
d2f=d( d%) Zd( )/\d:nz ;;(mdmﬂ\dmi

=1

0% f
Z (8%8:17] 69@89&1) dml 4 dﬂ?j,

=0

e a expressao entre parénteses é nula pelo teorema de Schwarz!
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Exemplo 25.9. Seja U C R2. Entao

d(fdr+ gdy) =df Ndx+dg A dy

<8fd L9 )Adx+(@dx+@dy)wy

ox oy ox y
= (% - %f)d A dy.

Exemplo 25.10. Seja U C R?. Entéo:
o df = GLdu+ Gy + GLdz;

o d(fdxr+ gdy+ hdz) éigual a

oh 8 af oh dg Of
(@—é)d y A dz +(@—%)d 2 A da +(%—a—y)da¢/\dy;

d(fdy Ndz+ gdz A dz+ hdz Ady) = (5L + 52 + 8 ) dw A dy A de.

Observagdo 25.11. Fazendo as identificagoes

QN U) 2 C®(U;R?), Fide+ Fady + Fydz — (Fy, Fy, Fy),
Q2(U) =2 C®(U;R?), FydyAdz+ Fydz Adx + Fydx Ady — (F1, Fy, F3),
Q3(U) = C>®(U), fdxAdyANdz— f,

obtemos, pelo exemplo anterior, o diagrama
QOU) —4— QL U) —E— Q2(U) —E— O3(U)
! ! l 0

Co(U) —g— C(UR?) ——r CX(U;R?) —— C(U)

e d?> = 0 equivale a

rot oV =0,

divorot = 0.
Defini¢ao 25.12. Uma k-forma w € QF(M) ¢ dita:

(i) ewata se existe n € QF~1(M) tal que w = dn;

(ii) fechada se dw = 0.

Note que mostrar que uma forma é exata é “resolver” uma equacao
diferencial (isto é, “integrar”).
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Exemplo 25.13. Uma 1-forma w = fidxy +-- -+ f, dx, é exata se admite
uma “primitiva”:

af

aixl_fh
w=df <<

of

Note que d? = 0 implica que toda forma exata é fechada.

Observagao (Atencao!). A volta ndo vale em geral: isso tem a ver com a

topologia de M
Exemplo 25.14. A forma

_xdy —ydx

do = e e QY(R?\ {0})

é fechada (exercicio), mas nao é exata. (Porém, é exata em abertos da forma
R?\ (semirreta partindo de 0); uma primitiva é dada por uma determinagio
continua do angulo 6, que localmente, onde x # 0, é da forma arctg(y/z) +

constante. )

R2\ {0} R?2\ (semirreta)

df fechada, ndo exata df exata

Interpretacao geométrica da derivada exterior. Se w é uma 1-forma,
entdo dw é uma 2-forma. Dados p e vetores v, vo, considere o paralelogramo
P(v1,v2) com vértice p gerado por v,vy (um “incremento”), e seu bordo
orientado JP(v1, v2):

p+ v
V2

p+u

8P(U1, UQ)
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Entao
/ w = &2 du(p)(v1, v) + (2.
OP(ev1,ev2)

Isto é, dw(p)(v1,v2) mede a “circulagao infinitesimal” de w ao longo do bordo
do paralelogramo gerado por v; e vo. Essa interpretagao, que pode inclusive
ser tomada como defini¢cdo da derivada exterior, é explicada no livro de V..
Arnold, Mathematical Methods of Classical Mechanics (2* ed., Graduate
Texts in Mathematics 60, Springer, 1989), capitulo 7.
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26 17/06

18) Integral de Riemann em R”

Este topico trata das “integrais multiplas”. Seja B = [a1,b1] X - X [an, by] C
R™ um bloco fechado e f: B — R uma fun¢do. Nosso objetivo é definir

/f /f dx—/fazl,..., )dxy - - dxy,.

Defini¢ao 26.1. Uma particao P = (P1,...,P,) de B é uma particio P,
de [a;, b;] para todo i = 1,...,n. Um subbloco de B é um bloco da forma

S=1 x--x1I,

onde I; é um subintervalo de P;. Notacao: S € P.

Py

Py

O didmetro de P é
d(P) = max{diam(S) : S € P},

onde diam(S) = sup{|lz —y|| : z,y € S}.
Uma particio pontilhada (P, z*) é uma particdo P junto com pontos
g € S para todo S € P.

Definicao 26.2. Uma fungao limitada f: B — R é (Riemann-)integrdvel
se o limite abaixo, dito integral de Riemann, existe:

[ f@dri= tim S f(a) (s

SepP

“soma de Riemann”

Observacao 26.3. A hipdtese “limitada” é necessdria para a integrabilidade
(exerciciol).

Observagdo 26.4. Somas de Darboux:

L(f.P)= 3 (inf f(0))u(S).  U(f.P)= Y (supf(x))u(s).

Sep Sep " TES
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Critério de Darbouz: f (limitada) é (Riemann-)integrével se, e somente se,
para todo € > 0, existe P tal que

U(f,P)—L(f,P)<e

Nesse caso,

/Bf(x dx —supL f,P /f dx—lnfU (f, P /f

Teorema 26.5.

(1) As fungées integriveis em B formam um espago vetorial, e

/B<f($)+)\g(x))d$:/Bf(w)dx—i-A/Bg(:L')dac

(2) Se f é integravel, entdo |f| € integrdvel e vale
[ t@ds] < [ [1)] s
B B

(3) Se f € continua, entdo f é integrdvel.

Demonstragao. Exercicio (tudo é igual ao caso de uma varidvel). O

Teorema 26.6 (Lebesgue). Uma funcao limitada f: B — R € integrdvel
se, e somente se,

discont(f) = {z € B : f é descontinua em x}

tem medida nula. (“Integrivel <= continua q.t.p.”)

Ideia da demonstragio (<). Seja B. = {x € B : w(f;z) > €}, onde w(f;x)
é a oscilagdo de f em z. Como u(B.) = 0, podemos cobrir B, por blocos
de volume total < ¢; dai obtemos uma partigdo P tal que w(f;x) < € fora
desses blocos. . .
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Exemplo 26.7. Se f,g: B — R sao integraveis, entdao f - g é integravel,
pois
discont(f - g) C discont(f) U discont(g).

Exemplo 26.8. Dado Y C R", seja xy: R — R a “fungao caracteristica”
de Y:
xr) =
Y 1, zeY.

Note que discont(yy) = 9Y. Logo, xy ¢ integravel se, e somente se, 0Y
tem medida nula (por exemplo, se JY é uma variedade de dimensao < n,
pelo teorema de Sard).

Defini¢do 26.9. Se Y é limitado e Y tem medida nula, Y é dito Jordan-
mensurdvel e definimos

p(¥) = [ (@) do

(o “contetdo” ou “medida de Jordan” de Y'), onde B é qualquer bloco con-
tendo Y.

__________________

Notacao:

Exercicio 26.10.

(1) Mostre que, se Y7, Ys sao Jordan-mensuraveis e (Y3 NYs) = 0, entao

[ t@dn= [ f@de+ [ fa) e
YUY Y:

Ys
(2) Mostre que,se f >0em Y e [, f(z)dz =0, entdo f =0 q.t.p.em Y.

Teorema 26.11 (Fubini). * Sejam B; C R", By C R™ blocos fechados e
f: B1 X By = R integrdvel. Entdo

/BIXBchc,y) dww)= [ ([ fy)dy)iz = / ([, s ae)ay
dx dy

*Versao do livro do Zorich [5].
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Observagdo 26.12. Se y +— f(x,y) ndo é integravel, [p f(x,y)dy denota
qualquer valor entre [p f(z,y)dy e Ef(x, y) dy.

Demonstragdo. Se P; é uma particdo de B;, entao P = P; X P, é uma
particdo de By x Ba, e u(S1 x S2) = pu(S1)p(S2). Assim,
L(f.P)= > (gnf fa.9))u(Six 52)

SlXSQ

<2 (X jmt (Jinf f(w))u(S2)) (1)

S, S5 reST yESQ

< Z inf (Z inf (:U,y)u(SQ))M(Sl)

5 TEST S5 YyESo

<) inf ( . f(z,y) dy)u(sl)

5 TEST

<Y sup (/32 f(@,y) dy)p(Sh)

Sl xESI
<U(f, P).
Tomando d(P) — 0, obtemos o resultado. O

Exercicio 26.13. Mostre que, se f: By X By — R é integravel, entao
I, f(x,y)dy e [p f(x,y)dz existem q.t.p.

Exemplo 26.14. Sejam X C R""! Jordan-mensurdvel e ¢1,02: X — R
fungoes continuas. Entao

Y ={(zx,t) e X xR:p1(x) <t < pa(x)}

é Jordan-mensurével e

memmw:Apﬁzﬁ@w@m.

©1
t
t = o(x)
t = p1(x)
X z

Se f =1, obtemos



Exemplo 26.15. Seja D, = {(z,y) € R? : 22 + 4% < r2}. Entdo

wo) = [ (== (= =)y = =

r

Teorema 26.16 (Mudanga de varidvel para compactos). Sejam U,V C R"
abertos e G: U — V um difeomorfismo (de classe C'). Seja K C U um

compacto Jordan-mensurdvel e f: G(K) — R integrdvel. Entio foG: K —
R € integrdvel e

/ f(y)dyz/ (f o G)(z)|det JG(z)| da.
G(K) K

[
\\ i // \\ //

Observagdo 26.17. Em uma varidvel:

/G([a,b}) fly)dy = /[a b}(f o G)(x) ’G/(x)| de

)

(note o médulo!). E a mesma férmula do Célculo 1 (sem modulo), pois,
denotando por [a,b] o intervalo de extremos a e b,

Corolario 26.18. Se Y C R" ¢ Jordan-mensurdvel e L: R™ — R" ¢ linear,
entao

W(L(Y)) = |det L] p(Y).

Demonstragio. Se L nao ¢ isomorfismo, entao pu(L(Y)) = 0. Se L é isomor-
fismo e K é um compacto Jordan-mensuravel contendo Y, entao

pLv) = |

xeor) W) dy = [ xa) © L@) det L] da = [det L| u(Y).
L(K) KL

=xy (z)

O]
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Observagio 26.19. Na verdade, a demonstracao do teorema de mudanca de
variavel consiste, primeiro, em demonstrar o resultado acima para um bloco

B:
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Aula passada.

o Integral de Riemann em R™: [ f = [5 f(z)dz, onde B é um bloco
fechado.

e Se Y C R" é Jordan-mensurével, definimos [y f(x) dx.

o Teoremas: (1) Lebesgue; (2) Fubini; (3) Mudanca de variaveis:
| 1wy = [ (10 G)@)ldet JG(w)] da
G(K) K

(G difeomorfismo, K compacto Jordan-mensuravel).

19) Integrais de formas diferenciais em cadeias

Notagao: [ = [0,1].

Definigao 27.1. Seja M uma variedade. Um k-bloco singular em M é uma

aplicacdo de classe C*°
o: I¥ — M.

(Também diremos k-cubo singular.)

/—\
Ik

Exemplo 27.2 (n-bloco singular padrdao em R™). A inclusao Idsn: I" —
I" C R™ é um n-bloco singular em R".

Exemplo 27.3. Um 1-bloco singular ¢: I — M é um caminho C* (nao
necessariamente injetivo).

Observagdo 27.4. O bloco singular é a aplica¢do, e ndo a sua imagem. Por
exemplo, dado p € M, a aplicagao constante o: I — M, o(x) = p para
todo z € I, é um n-bloco singular.

M
g
— ™
n
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Definigio 27.5. Se w € QF(M) e o: I* — M é um k-bloco singular, entio
oc'w= f(x)dxi N--- Ndzy,

para alguma funcdo f (definida em uma vizinhanca de I*), e definimos

/Jw:/lkf(m)da:.

Exemplo 27.6 (Integral de linha). Sejam ¢: I — U C R" e w = f1dzy +
-+ + fndxy,. Denotando por t a varidavel em I, temos

c'w = ((f1o0)(t) Aalt) +--+ (faoc)(t) c/"(t» di,
logo

[e=[( iznjffi 0 0)(8) (1)) dt.

Exemplo 27.7. Sejam c¢(t) = (cos(2nt),sen(27t)) e

Entao
1
/w = / (cos(2mt) 2w cos(2mt) + sen(2wt) 2m sen(2mt)) dt
c 0
= 2m.

Observagdo 27.8. Um 0-cubo singular em M ¢é (identificado com) um ponto
pe M. Se feQO(M)=C®(M), entdo [, f= f(p).

Defini¢ao 27.9. Uma cadeia de k-cubos singulares em M (ou uma k-cadeia)
é uma expressao da forma

C=Mn101 + -+ + N0y,

onde n; € Z e o;: I¥ — M sao k-cubos singulares (“combinacio formal de
cubos singulares com coeficientes inteiros”).
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Observagdo 27.10. Formalmente, o conjunto das k-cadeias é o grupo abeliano
livre gerado pelo conjunto dos k-cubos singulares.

Exemplo 27.11. Considere os caminhos c1, co, c3 abaixo e a 1-cadeia ¢ =

2c1 4+ co — c3.
C2
C3

I ense: “ ercorrer cp (hlaS VEeZEeS, Co ulna VeZ € C3 ullla vez €1 Sentido con-
3 3
trario”.

Se ¢ = > ;n;0; ¢ uma cadeia, definimos

/Cw:zi:ni/aiw.

Exemplo 27.12. Sejam cy, o, c3, ¢4 08 quatro lados de um quadrado cen-
trado na origem, percorridos no sentido anti-horério, e w = df = (zdy —

ydz)/(z? +y°).

C1

Entao

/ w:/w—i—---—i—/w:"‘:QW (Verifique!).
c1+co+c3+cq c1 ¢4

Definicdo 27.13. Se o: I* — M é um k-cubo singular, o bordo de o é a

(k — 1)-cadeia
k

do = Z(—l)i(a(i,o) - U(i,l))v

i=1
onde, para j € {0,1}, 0(; ;): I*=1 — M ¢é dado por

(1, oy Th1) > (X1, e L1, Jy Ty o e oy Tp—1)-
Se ¢ =, n;o; € uma k-cadeia, definimos

Oc = an 8Ui.
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Exemplo 27.14.

o I" > M do
k=0 (0 0
k=1 /_\Ufl) 7=
a(0)

0(2,1) 0(2,0) T 0(1,1) — 0(2,1) — 0(1,0)

k=2 0(1,0) 0(1,1) 7 )
A
9(2,0) "

Exercicio 27.15. Mostre que, se ¢ é uma k-cadeia, entdo 9(dc) = 0 (ou
seja, 02 = 0). (Ver Spivak.)

Teorema 27.16 (Stokes, v1). Seja M uma variedade. Se w € Q¥=1(M) e
c ¢ uma k-cadeia em M, entdo

/dw:/ w.
c dc

Exemplo 27.17. Em R: seja ¢: I — [a,b], t — a(1 —t) + bt.

Se w = f, entdao dw = f'(t)dt e

/chZ/OIC*(dw) :/Old(foc) :/Ol(foc)’(t)dt
_ /0 " e ) de Y /a " ) du
Por outro lado, dc=b—a e
| w=10)- 1.

Corolario 27.18. Se w € QF(M) ¢ exata e ¢ é uma k-cadeia fechada (isto
é, Oc = 0; também dizemos que ¢ é um k-ciclo), entdo

/w:O.

Demonstracao. Se w = dn, entao

/w:/dn:/n:/nzo. O
c c Jdc 0
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dy —yd
Exemplo 27.19. A forma df = ray—yar

2 (em R2\ {0}) ndo é exata!
T )

Observagio 27.20. Se c é tal que [, df # 0, entao, pelo teorema de Stokes (e
como df) é fechada), ¢ ndo é o bordo de uma 2-cadeia (em R?\ {0})!

ah
N

Demonstragio do teorema de Stokes, v1. (i) Podemos supor que ¢ = o é um

k-bloco. De fato, se ¢ =), n;o;, entdo, usando o teorema para cada o;,

(ii) Podemos supor que o = Idx e que M € uma vizinhanga de I* em
R*. Por definicéo,

o*w),

/dw:/ o*(dw):/ d(c*
o Id, ) Id,

onde o*w é uma (k — 1)-forma em uma vizinhanga de I k. Usando o teorema
para Idzx,

/1 L (") =

ocfw =
I

a1d

w?
onde a ultima igualdade é uma verificacao facil.

do

(iii) Podemos supor que w = fdxiA-- Adzi A Adag. Sew € QFL(U),
onde U C R¥ é um aberto contendo I*,

entao

k
w:Zfidxl/\--'/\dmi/\ < Adxy,
=1
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logo, usando o teorema para cada parcela,

k
/ dwzz/ d(fidei A~ Ndai A~ A day)
Id =171k
k —_—
:Z/ fid:rl/\'--/\daci/\---/\dxk:/ w.
i1 J01d Old

Sejaentéow:fdxl/\-~/\d/3?i/\---/\d1:keazIdlk. Por um lado,

Se j # i, entdo az‘j oW =0(jpw =10 (pois x; é constante nestas faces, logo
dxzj = 0). Logo,

(x) = (—l)i/lkil (f(z1,...,0,. . 2) — fo,.. 1, 0 o)) da,

onde aqui dr = dx7 - - -d/a?i‘--dazk.

Por outro lado,

/dw_/d(fda:lA---AEx\i/\---/\dxk)_/(—l)i‘lgg{d:pl/\--wda@k

:(—1)i‘1/1 OF . ()

Usando Fubini e o teorema fundamental do cdlculo:

- . 1 —
(**) Fuglnl (71)7,—1 / ( ﬁ d.’L’z) d.fl?l ce d.’Ez . d;pk
Jk—1 0

81‘i
TFC

= (—1)1'_1/116_1 (f(z1,...,1, ..., 2k) — f(x1,...,0,...,21)) dz,

que coincide com (). O
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20) Variedades com bordo

Seja
H" = {(z1,...,2,) € R" : 2, > 0}

o “semi-espaco fechado”. O seu bordo é OH" = R"~! x {0}.

T

H2

oH2 |

Defini¢ao 28.1. Um subconjunto N C R™ é uma wvariedade com bordo de
dimensao d se todo p € N admite uma vizinhanca U C R™ tal que N "U
é difeomorfo a um aberto V N H? de H? O bordo de N é o subconjunto
ON que corresponde a OH¢ sob um tal difeomorfismo. O interior de N é o
subconjunto N \ ON.

Exemplo 28.2. O disco D" = {x € R" : ||z]| < 1} é uma variedade com
bordo de dimensao n. Seu bordo é D™ = S™ ! e seu interior é a bola
aberta.

Observagao 28.3. O interior de N é uma variedade (sem bordo) de dimensao
d. O bordo ON é uma variedade (sem bordo) de dimensao d — 1.

Como no caso sem bordo, temos:

« Parametrizacio local: um difeomorfismo ¢: V NH? — U N N.

« Carta local: um difeomorfismo ¢: UNN — V N H.

Teorema 28.4. Seja M uma variedade (sem bordo) de dimensao d e
g: M — R uma funcio C*°. Se 0 é um valor reqular de g, entdo

N :=g7'([0,00)) = {x € M : g() > 0}

¢ uma variedade com bordo de dimensdo d e ON = g=1(0).
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Demonstragio. Exercicio. Separe nos casos g(p) > 0 (note que g~*((0, 00))
é aberto!) e g(p) = 0 (use a forma local das submersoes).

R
[0,00)

to

IN =g='(0)

Exemplo 28.5. D" = g~1([0,00)), onde g(z) =1 — 3" | 2?

i

Definicao 28.6. Se N é uma variedade com bordo e p € N, o espago
tangente a N em p é

T,N =Im (D@(a): RY — R"),

onde ¢: V — R™ é uma extensdo de uma parametrizacao local ¢ em p e
a €V NHY 6 tal que ¢(a) = p.

Exemplo 28.7. Se N = g~1([0,00)) como no teorema acima, entdo T,N =
T,M.

Observagdo 28.8.

o T,N sempre tem dimensao d.

e Se p € ON, entao T,(ON) é um subespaco de dimensao d — 1 de T),N.

Importante: dado p € N, existe um unico vetor unitario
n(p) € T,N

ortogonal a T,,(ON) e que “aponta para fora”.

T,(ON)

HZ

St
I
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Exemplo 28.9. Se p € S! = 9D?, entdo 7i(p) = p € T,D* = R2.

i(p) =p

Formas diferenciais em variedades com bordo. Asformasw € QF(N)
sdo definidas da mesma maneira: a cada p € N associamos w(p) € A¥(T,N),
e localmente w é da forma

w= Z filv"'vik' d',ril ARERNA d"rikv

i <<
com fi, ., de classe C°.

Exemplo 28.10 (Orientacao induzida). Uma forma de orientacdo w €
Q4(N) em uma variedade com bordo N induz uma forma de orientagio
n € Q41(ON) no bordo, definida por

77(10)(”17 oo vvd—l) = w(p)(ﬁ(p),vl, <o >Ud—1)v

onde 7i(p) € T,N é o vetor unitario ortogonal a T,(ON) que aponta para
fora.

Exemplo 28.11.

e N = [a,b] C R, logo ON = {a,b}. Se w = dt, entdo n(b) = 1 e
n(a) = —1.

i(a) - -~
<~ .

v St
=

e« N = D? C R? logo ON = S'. Se w = dx A dy, entdao n(p)(v) =
w(p)(p, v) = det(p, v), ou seja, n = df|s1.

21) Integragao em variedades (com bordo)

Objetivo: se M é uma variedade com bordo orientada e compacta de di-
mensao n e w € Q"(M), definir
[
M
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(Note que w nao precisa ser uma forma de orientacao.)

(i) Se o: I™ — M é um n-bloco singular, definimos
/ w= / o*w,

(ii) Suponha que o = |, onde ¢ é uma parametrizacao local positiva
(na vizinhanga do bordo ou no interior):

como no caso sem bordo.

M M
¥ PR 14
,2==s SR ou AN
’ > ! \
/ n| | n |
1 I \I \ I /,
\ 9 7
oM T oM
na vizinhancga do bordo no interior

(Positiva significa compativel com a orientagao: se w’ é uma forma de ori-
entacao, entao
W'(p(z))(De(z)er, ..., Dp(z)e,) >0

para todo xz € V.) Se w = 0 fora de o(I"), definimos

fio= [

Isto ndo depende da escolha de o! (Pela formula de mudanga de varidvel,
ver Spivak.) Observe que a positividade é crucial aqui!

(ili) No caso geral, considere uma cobertura aberta finita M = |J;c; Us
tal que, para todo i € I, existe um n-cubo singular o; como em (ii) tal que

Se {%;}jes é uma parti¢do da unidade subordinada a {U;};cs, definimos

fm 5 e

jeJ
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Definicao 28.12. Seja X C R" um subconjunto e X C |J;c; U; uma cober-
tura aberta de X. Uma particdo da unidade para X subordinada & cobertura
{Ui}ier ¢ uma colecao de fungoes C*° {4;: U — R}je; em um aberto U
contendo X tais que:

(1) para todo xz € X, 0 < ¢j(z) < 1;

(2) para todo x € X, existe uma vizinhanca V' de x tal que ¢j|xny # 0
apenas para um numero finito de indices j € J;

(3) para todo x € X, 3 c;vj(z) = 1;

(4) o suporte de 1;, isto é, {x € X : j(x) # 0}, estd contido em algum
U;.

Partigdes da unidade como acima sempre existem (ver Spivak). Se X =
M é uma variedade, podemos tomar J = I.
Exemplo 28.13. Sejam X =R, U; = (—00,2) e Uy = (—1,00). Tome 9

como no grafico abaixo (nula em (—oo, 0] eiguala 1 em [1,00)) e 91 = 1—1)9.

() (0

[N 4

o Uy

A

5
(@)
\J

Préxima aula.

Teorema (Stokes, v2). Seja M uma variedade com bordo compacta orien-
tada de dimensdo n e w € Q""Y(M). Entdo

/ w:/ dw,
oM M

onde OM tem a orientagdo induzida.
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Aula passada.

o Variedades com bordo: localmente sdo como H" = {(z1,...,2,) €
R™: x, > 0}.

e Se M ¢é uma n-variedade com bordo orientada e compacta e w €

QO"(M), definimos
w= W,
[

f]n ol (jw)
onde {1;};cs é uma particao da unidade subordinada a {U;}ier (1
finito) e o; € tal que o suporte de v; estd contido em U; C o;(I™).

M

o

I oi(I™)

Observagdo. Sempre podemos tomar J = 1.

21) Integragao em variedades (cont.)

Observagdo 29.1. Se M ndo é compacta, ainda é possivel definir a integral
da mesma forma, desde que

[ i@l da
jeg 1"
convirja (“convergéncia absoluta”), onde fj(z)dxi A --- A dx, = o (Y;w).

Neste caso, dizemos que w é integravel. A convergéncia e a integral nao
dependem de nenhuma escolha (cf. Spivak, Thm. 3.12).

Proposicao 29.2 (“Mudanga de varidveis”). Sejam M, N n-variedades
(com ou sem bordo) orientadas e F: M — N um difeomorfismo que
preserva orientagdo. Se w € Q"(N) € integravel, entdo

/w:/ F*w.
N M
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Demonstragao. Exercicio (segue diretamente da defini¢ao e de (F o G)* =
G*F™). O

Proposicao 29.3 (Irrelevancia dos fechados de medida nula). Se M é uma
n-variedade orientada e FF C M € um subconjunto fechado de medida nula
(por exemplo, F C N, com N uma variedade de dimensio < n — 1), entdo

[o=] .
M M\F

para toda w € Q" (M) integrdvel.

(Ideia: dado € > 0, cubra F' com um aberto U tal que |[yw| < ¢ e
considere uma particdo da unidade subordinada a {U, M \ F'}. Ver Elon,
secao 7.6.)

Corolario 29.4. Sep: V — p(V) C M é uma parametrizacio local positiva
tal que M \ (V') tem medida nula, entdo

f5= f

para toda w € Q"(M) integrdvel.

Exemplo 29.5. Seja ¢: V = (0,7)""2 x (0,27) — S™ ! (coordenadas

esféricas). Entao
/ w:/ Prw.
n—1 \V4

‘\ S\ 6 (V)
—

Por exemplo, para n =2 e w = df = (zdy — ydzx)/(z? + y?), temos

27
/ w= df = 2m.
St 0

Teorema 29.6 (Stokes, v2). Se M é uma n-variedade com bordo compacta
orientada e w € Q""Y(M), entdo

/ dw:/ w,
M oM

onde OM tem a orientagdo induzida.
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Demonstragao. (i) Suponha que w = 0 fora da imagem de um bloco singular
o:I" — M\ OM (tal que 0 = ¢|n, onde ¢ é uma parametrizacao local
positiva de M \ OM). Entao, pelo teorema de Stokes v1,

/dw:/dw:/ w:():/ w,
M o do oM

ii) Suponha agora que o(I™) N IM # (), mas que o, o) ¢ a Unica face
(n,0)
em OM.

pois w|gs(my = 0.

ITL

OH"
\ U(n,O)

/dw:/dw:/ w:/ w.
M o do oM

(iii) No caso geral, considere uma cobertura finita {U; };cs € 0;: I™ — M
tais que U; C o;(I"™) como em (i) ou (ii), e seja {1;}icr uma particdo da
unidade subordinada a {U;};c;. Entéao

/M dw=">" /M Yidw =) /M (d(vpiw) — dip; A w)

Entao

iel il
= iw — / d Yi ) Nw
> [ e (50
=1
= w,
oM
ja que d(1) = 0. O

Corolario 29.7. Seja M wma n-variedade compacta orientada sem bordo.
Sew € Q"(M) € exata, entdo [,; w = 0.

Demonstragio. Se w = dn, entao [, w = [5,,m =0, pois OIM = 0. O

22) Green, Gauss, Stokes

Teorema 29.8 (Green). Seja M C R? wma 2-variedade compacta com
bordo. Se w = fdx + gdy € Q' (M), entdo

_ [ (99 _9f
/aMfdx—i-gdy—/M(ax ay)dxdy.

147



oM

Demonstragdo. Consequéncia imediata do teorema de Stokes, v2. ]

Observagdo 29.9. Se r: I — R? é uma parametrizacido de M e F = (f,g)
é um “campo”, entdo, na notacio do calculo,

/ fdx+gdy=/ (F, dr)
oM oM
(ou [y, F - dr).

Teorema 29.10 (Gauss, ou da divergéncia). Seja M C R? uma 3-variedade
compacta com bordo e i o vetor unitdrio normal a OM que aponta para fora.
Se F € C®°(M;R3) (um “campo”), entdo

/dideV:/ (F, i) dA,
M oM

onde divF =V -F,dV =dxdydz e dA é a forma volume de M.

—

oM

N

Demonstragdo. Se w = Fydy ANdz + Fydz A de 4+ Fsdx A dy, entdo dw =
div(F) dz A dy A dz, logo

/dideV:/ w.
M oM

Para todo p € OM, temos

dA(p)(vy,ve) =det [T v vy ]|, v1,v2 € T,0M,

isto é, dA =n1dy AN dz + nadz A dx + ngdzx A dy. Note que, em M,

nidA =dy Ndz,
nydA = dz N dzx,
n3dA = dz A dy.
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(Se uma matriz ortogonal de determinante 1 tem colunas (aq,asz,as),
(b1,b2,b3) e (c1,c2,c3), entao

(a1,a2,a3) = (bacg — cabs, —(bics — c1bs), bica — c1b2).)

Logo,
<F,’I_i> dA = Fini dA + Fong dA + Fyng dA = w. O

Teorema 29.11 (Stokes, classico). Seja M C R3 uma 2-variedade com
bordo orientada compacta e seja 7 0 vetor unitdrio normal a M que “aponta
para fora” (isto é, compativel com a orientagao). Seja T o campo de vetores
em OM tal que ds(T) = 1, onde ds € a forma volume de OM. Se F €
C>®(M;R?), entdo

/ (rot(F),@) dA= | (F.T) ds,
M oM

onde rot(F) =V x F e dA é a forma volume de M. Em notagio cldssica
(Com (:1:17 x2, $3) = (JZ, Y, Z))"

//M (nl(gg;”—(;iz)+---)dsz [ Fidet Fydy + Fydz.

n

oM T

Demonstragdo. Se w = Fy dx + Fody + F3dz € QY(M), entdo
(rot(F), ) dA = dw.

Por outro lado, Thds = dx, Tods = dy e T3ds = dz (em 9M), logo
(F,T) ds = w|onr. 0

Observagdo 29.12. Se r é uma parametrizacdo de dM, o lado direito se
escreve classicamente como

F -dr.
oM

149



A Normas em R"

Apéndice escrito por André Rasera.

Normas

Além da sua estrutura de espago vetorial, o espago R” tem outra caracteris-
tica fundamental: nele podemos medir o comprimento dos vetores, usando
as chamadas normas. Vamos recordar a definicio.

Defini¢do A.1. Uma norma em R™ é uma fungdo ||-||: R™ — [0, c0) tal que,
para quaisquer z,y € R" e A € R,

e ||z]| =0 <= 2 =0 (positividade);
o [|[Az]| = |All|z|| (homogeneidade);

o |lz+yll <|z| + |yl (desigualdade triangular).

A norma mais natural em R™ é a norma euclidiana, dada por

H.%'HQ:(.’L'%—F—F.%'” ) x:(xl,...,xn)eR"

(o porqué do subindice 2 ficara claro adiante). Ela vem da geometria eu-
clidiana plana e espacial: assumindo os postulados da geometria euclidiana,
essa nog¢ao de comprimento é consequéncia do teorema de Pitagoras, gene-
ralizada da maneira mais natural para n dimensées. A norma euclidiana
vem do produto interno euclidiano: se x,y € R™ tém coordenadas x; e y;,
1<1<n,

(z,y) = x1y1 + - + TpYn,

e ||z]l2 = v/{x,z). Do mesmo modo, todo produto interno em R™ define
uma norma. Produtos internos permitem medir angulos entre vetores, de
modo que normas que vém de produtos internos sdo as mais naturais para
tratar nocoes geométricas. Da algebra linear, sabemos que todo produto
interno em R"™ é da forma (Az,y) para alguma matriz A simétrica positiva
definida; assim, essas novas normas sao bastante parecidas com a euclidiana:
suas bolas unitarias fechadas sao elipsoides sélidos (e suas esferas unitarias
sao elipsoides; lembre que a esfera unitaria de uma norma ||-|| é o conjunto
{z e R" : ||z]| = 1}).

H4, no entanto, normas que nao vém de produtos internos e que também
sao importantes. Por exemplo, a norma da soma

[zl =[] + - -+ |zn]
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e a norma do mdzimo (ou do supremo)

[2floo = max{[za],..., [xn]}

(verifique que essas duas fungdes sdo, de fato, normas em R™). Mais geral-
mente, existe uma familia continua de normas, as p-normas (muito impor-
tantes no estudo de espagos de fungoes), dadas por

1/p
M

llp = (1 l” + - + [zal?) 1<p<oo.

Cada ||-]|, ¢ uma norma, mas, para n > 2, nenhuma delas vem de um produto
interno, com excecdo da norma euclidiana ||-||2 (dai o subindice 2); o0 mesmo
vale para ||-||oc. A norma do méaximo é o “limite” das normas |||, quando
p — 00! ||Z||oc = limp_oo |||, para todo z, e as bolas unitarias das p-normas
se aproximam do quadrado (em geral, do cubo) centrado na origem que é a
bola unitaria de ||-||o; mas em geral é preciso trati-la separadamente. Para
provar que essas normas nao vém de produtos internos, procure pela “lei do
paralelogramo”: uma norma a satisfaz se, e somente se, vem de um produto
interno. Basta entdo exibir pontos especificos para os quais a lei ndo vale.

Mesmo assim, essas normas codificam uma nog¢ao de comprimento e com
frequéncia serdo tteis (especialmente as normas do maximo e da soma). As
normas euclidiana, do maximo e da soma satisfazem desigualdades que as
tornam essencialmente “intercambidveis”: quase tudo que se faz com uma
norma se faz com outra, e podemos escolher a norma que mais facilita a
conta em cada contexto. Vamos precisar essa afirmagcio a seguir.

Defini¢do A.2. Uma norma ||-||4 é equivalente a uma norma ||-|| em R" se
existem constantes ¢, C' > 0 tais que

clzlla <zl < Cllzlla Vo €R"
(c e C nao dependem do ponto z!).

Exercicio A.3. Verifique que a equivaléncia de normas é reflexiva, simétrica
e transitiva, isto é, é de fato uma relacdo de equivaléncia no conjunto das
normas em R".

Vejamos agora quais propriedades sdo preservadas por normas equiva-
lentes, precisando o sentido da palavra “intercambidveis”.

Defini¢do A.4. Seja ||| uma norma em R". Uma sequéncia (xj), em R”
converge a x € R™ com relagdo a ||-|| se

lim ||z} — x| = 0.
k—o0

Um subconjunto A C R" é limitado com relagdo a ||-|| se existe K > 0 tal
que ||z|| € K para todo z € A. Uma sequéncia (zj); em R"™ é limitada com
relagdo a ||-|| se o conjunto {zy : k € N} CR"™ o é.
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Teorema A.5. Sejam |||, € ||-||p normas equivalentes em R™. Entdo uma
sequéncia (zy)y converge a x com relagio a |||, se, e somente se, converge
a x com relagdo a ||-||p. Da mesma forma, um subconjunto A CR™ (ou uma
sequéncia) é limitado com relagio a ||-||o se, e somente se, € limitado com
relagdo a ||-||p-

Demonstragdo. Como a equivaléncia de normas é simétrica, basta provar
uma das implicagoes. Sejam ¢,C > 0 tais que ¢||z||, < ||z]|p < CJ|z||, para
todo x € R™.

Se (xy)r converge a = com relagao a ||-||4, entdo

0< |l — 2zl < Cllzg — o — 0,
k—o00

logo limy 0|k — z||p = 0, isto é, (zy)x converge a x com relacao a ||-||p.

Se A ¢é limitado com relagdo a ||-||q, existe K > 0 tal que ||z|, < K para
todo x € A. Portanto ||z||, < C||z||, < CK para todo z € A, e A é limitado
com relacdo a ||-||p. O

Muitas outras propriedades sdo preservadas; por exemplo, duas normas
sdo equivalentes se, e somente se, definem a mesma topologia. No caso das
normas euclidiana, do maximo e da soma, nao é dificil verificar que, para
todo z € R",

[#]loe < llzll2 < llzl1 < nll2 -

Na realidade, podemos aprimora-las. As desigualdades a seguir sdo as equi-
valéncias “Otimas” entre essas normas, no sentido de que as constantes nao
podem ser melhoradas: em cada desigualdade hé casos em que ocorre a
igualdade.

<zl <
[2]loo < [lfl1 < nl[#]|co,
< zll2 <

[2]loo < ll[l2

Exercicio A.6. Se vocé conhece a desigualdade de Holder (da teoria da me-
dida) e tem alguma experiéncia com desigualdades, prove as desigualdades
Otimas para as p-normas: dados 1 < p<g< ooex eR?,

1_1
[zllg < llzllp < ne ezl

As desigualdades acima ja mostram que essas trés normas sao equivalen-
tes. Muitas vezes, fazer as contas com a norma euclidiana pode ser um tanto
complicado (por causa da raiz quadrada e das poténcias, por exemplo); por
isso, frequentemente é mais simples fazer a conta com a norma do maximo
ou com a norma da soma, e o resultado final serd o mesmo. Atencdo: se
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a demonstragao utilizar a estrutura de produto interno associada a norma
euclidiana, pode nao ser possivel reproduzi-la com as outras normas. A
demonstracao da desigualdade do valor médio, por exemplo, fica bem mais
elaborada para normas que nao a euclidiana. Por isso, esse intercambio de
normas deve ser feito com cautela.

Mas nao sdo s6 essas trés normas que sao equivalentes: usando algumas
propriedades béasicas de R™, vamos demonstrar que todas as normas em R"
sdo equivalentes. Comecamos com alguns resultados preliminares.

Lema A.7 (Continuidade da norma). Seja ||| uma norma em R™. Se (zy)x

converge a x com relagio a ||-||, entdo (||zk||)x converge a ||x| em R.
Demonstragio. Por hipétese, limy_,o|zr — || = 0. Pela desigualdade tri-
angular reversa, |||zk|| — [|z||| < ||zx — z|| para todo k € N. Portanto
O < Mzl = Nzl < 2w = zl} -——=0,
— 00
ou seja, (||zk||)r converge a ||z]|. O

Também precisaremos do teorema de Bolzano—Weierstrass, adaptado
Y
para R"™.

Lema A.8. Seja ||| wma das trés normas anteriores (euclidiana, do md-
zimo ou da soma). Uma sequéncia (zy)i converge a x em R™ com relagdo
a ||| se, e somente se, para cada 1 < i < n a sequéncia (xy;), das i-ésimas
coordenadas de vy, = (xp1,...,2ky) converge d i-ésima coordenada x; de
x=(x1,...,2,) em R,

Demonstragdo. Como a convergéncia é preservada por normas equivalentes
(Teorema A.5), basta provar o resultado para uma das trés normas; esco-
lhemos a norma do méaximo. Suponha primeiro que (xy); converge a x com
relagdo a ||-||co. Entéo, para cada 1 <i < n,

0 < |zg,; — x| < max{|xg1 —x1|,..., |20 — 20|} = |2k — 2] —— 0,
k—oo

de modo que (xj;);r converge a x;. Reciprocamente, suponha que cada
(x,i)k converge a x;. Dado € > 0, para cada 1 < i < n existe k; € N tal que
k > k; implica |z ; — x;] < e. Tomando ky = max{ki,...,k,}, temos, para
todo k > ko,

|2k — x||oo = max{|zr1 — x1],. .., [Thn — zn]} <e.

Sendo e arbitrario, limy_, ||k — Z||co = 0, isto é, (xx)x converge a x com
relagdo a ||| co- O
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Teorema A.9 (Bolzano—Weierstrass em R™). Seja ||-|| uma das trés normas
anteriores (euclidiana, do mdximo ou da soma). Se (xy)r € uma sequéncia
limitada com relagdo a |-||, entdo eviste uma subsequéncia (xy,); que con-
verge a algum x € R™ com relagio a ||-||.

Demonstragdo. Como limitagdo e convergéncia sao preservadas por normas
equivalentes, basta provar o teorema para a norma do maximo.

Como (zp)x € limitada, existe K > 0 tal que ||zg]lcc < K para todo
k € N, ou seja, |ry;| < K para quaisquer £k € Ne 1l < i < n. As-
sim, cada sequéncia de nimeros reais (xj;), ¢ limitada. Pelo teorema de
Bolzano—Weierstrass na reta, existe um subconjunto infinito N; C N tal que
(k1 )ken, converge a um certo x; € R (uma maneira de dizer que existe uma
subsequéncia convergente; como tomaremos subsequéncias sucessivamente,
essa notagao evita que o argumento fique muito poluido).

A sequéncia (z12)ken, continua limitada e, usando outra vez o teorema
de Bolzano—Weierstrass na reta, obtemos um subconjunto infinito No C Ny
tal que (2 2)ken, converge a um certo zz € R. Prosseguindo indutiva-
mente, obtemos subconjuntos infinitos N,, C --- C N; tais que (2 ;)ken,
converge a um real x; para cada 1 < ¢ < n. Em particular, escrevendo
Np ={k1 <ka <--- <kj <.}, cada subsequéncia (zj;;); converge a x;.
Pelo Lema A.8, (zy,); converge a x = (1, ...,Zn) com relacio a ||[|oo. [

Teorema A.10. Todas as normas em R™ sdo equivalentes.

Demonstragdo. Vamos provar que toda norma é equivalente a norma da
soma; por transitividade, segue que todas as normas sao equivalentes entre

si. Seja ||-|| uma norma qualquer e seja C' = max{|lei||,...,|len]} > 0, onde
etl,...,€, € a base canonica de R"™. Para todo = € R",
2]l = lzrer + - - + znen||

< lzalllenll +- -+ fzalllenll
SOz + -+ lwn]) = Ol

Essa é uma das desigualdades. A desigualdade inferior é um pouco mais
delicada: nao temos uma desigualdade triangular “ao contrario” que permita
repetir a conta acima. Faremos a prova por contradicao.

Suponha que nao exista ¢ > 0 tal que c||z||; < ||z| para todo z € R".
Em outras palavras, para todo ¢ > 0 existe z. € R" tal que c||z.||1 > ||z]|-
Tomando ¢ = 1/k, para cada k € N obtemos z;, € R™ tal que 7 [|zx|[1 > [z,
ou seja, kllzk|| < ||zkl1. Note que z # 0. (Por que 1/k? A desigualdade
inferior da equivaléncia consiste em encaixar uma norma por baixo da outra;
por isso procuramos valores pequenos de c.)
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Com uma sequéncia em maos, gostariamos de obter uma contradi¢ao por
um processo de limite, mas (xy); ndo converge necessariamente. Usaremos
entdo uma técnica importante e recorrente neste curso: como xj # 0, consi-
dere a sequéncia (yx)r dada por yi = zi/||zg|1. Ela é limitada com relacao
a ||-|1, pois |lyx|li = 1 para todo k.

Pelo teorema de Bolzano—Weierstrass (Teorema A.9), existe uma sub-
sequéncia (yx,); que converge a um certo y € R"™ com relagao a [|-[[1. Além
disso, [|y[[1 = 1: pelo Lema A.7, (||y,||,); converge a [|ly[|1, e essa sequéncia
é constante igual a 1.

A subsequéncia (y,;); também converge a y com relagdo a [|-[|: pela
primeira parte,

0 < llye, — vl < Cllyk; —yll, —— 0.
j—o0

Por outro lado,

el _ 1
Ykl = 77— < + VEk e N.
1yl lonls < %
Usando novamente o Lema A.7, obtemos ||y = lim; e |lyx;[| = 0. Como

||| é uma norma, y = 0, o que é impossivel, pois ||y|l; = 1. Logo existe
¢ > 0 tal que c||z]|; < ||z|| para todo z € R", e

clzli < [lz| < Cllzfy  Va e R,
isto é, as normas sdo equivalentes. ]

Observagao A.11. Esse resultado mostra que todas as normas em R™ definem
a mesma topologia; em particular, espacgos vetoriais normados de mesma
dimensao finita sdo homeomorfos (por meio de um isomorfismo linear). Mais
do que isso, é possivel provar que todo espago vetorial real de dimensao
finita admite uma tnica topologia de Hausdorff compativel com a estrutura
vetorial, em imenso contraste com o que acontece em dimensao infinita, onde
ha varias topologias diferentes compativeis com a estrutura e, pior ainda,
normas nao equivalentes.

Como as nogoes de convergéncia e limitagdo sdo preservadas por normas
equivalentes, assim como o teorema de Bolzano—Weierstrass, podemos fa-
lar de convergéncia com relacdo a qualquer norma em R"™. Assim, daqui em
diante, falaremos de convergéncia e limitagdo sem mencionar uma norma es-
pecifica. Também néao é dificil verificar que, para a continuidade de fungoes,
a norma nao faz diferenca (a nio ser nas quantidades exatas que aparecem;
qualitativamente, nada muda de uma norma para outra).

Corolario A.12. Valem as sequintes afirmacgoes.

o Uma sequéncia (xk)r em R™ converge a x se, e somente se, para qual-
quer norma ||-|| em R™, temos limy_,||zr — z|| = 0.
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o Um subconjunto A C R™ ¢é limitado se, e somente se, qualquer que seja
a norma ||-||, existe K > 0 (dependendo da norma) tal que ||z < K
para todo x € A.

e Seja X C R™. Uma fungio f: X — R™ é continua em xg € X se,
e somente se, quaisquer que sejam as normas ||-||o em R™ e ||| em
R™, para todo € > 0 existe § > 0 (dependendo das normas) tal que
|z — xol|la < & implica ||f(x) — f(xo)|lp < € para todo x € X.

Normas de operadores

Outro tipo de norma muito importante neste curso sdo as normas de opera-
dor, definidas no espago das transformagoes lineares. O espago L(R™ R™)
das transformacoes lineares R” — R” pode ser identificado com o espaco
das matrizes n x m, isto é, com R™" acrescido de um produto especifico (o
produto de matrizes); assim, o resultado de equivaléncia de normas também
vale para normas em L(R",R™). Apesar disso, a composigao de transforma-
¢oes lineares é uma operacdo importante, e normas quaisquer nao necessari-
amente ddo estimativas adequadas nesse contexto. As normas de operador
suprem essa necessidade. Comecamos mostrando que toda transformagao
linear é continua.

Teorema A.13. Seja T: R™ — R™ uma transformagdo linear. Entdo T €
continua (em todo ponto x € R™). Mais do que isso, fizadas normas ||||q
em R™ e |||y em R", existe C > 0 tal que |T(z)|ly < C|lz|la para todo
rz € R™.

Demonstragdo. Provaremos primeiro a segunda afirmacio e a usaremos para
concluir que T é continua. Seja ey, ...,e, a base candnica de R™ e defina
Co = max{||T(e1)llp,---,[|T(em)|s} = 0. Para todo z € R™,

1T @) o = llz1T(er) + -+ - + 2mT (em)lo
< lzalITCe)llo + -+ feml 1T (em) o
< Co(lzal + -+ + |zml) = Collz]l1.
As normas ||-||1 e |-l sdo equivalentes em R™, logo existe C; > 0 tal

que ||z|l1 < Ci]jz|ls para todo x € R™. Com C = CpC; > 0, obtemos
IT(x)]ls < Collzlly < Cllla-

Para ver que T' é continua, podemos supor C' > 0 (aumentando C, se
necessario). Dados zg € R™ e € > 0, tome 6 = ¢/C > 0; entdo, para todo
x € R™ com ||z — z¢|a < 9,

1T () = T(zo)lls = T(x — zo)llp < Cllz — olla < CI=e. =
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Podemos agora definir as normas de operador. Fixadas normas ||-||, em
R™ e ||||p em R™, a norma de operador de T € L(R™,R"™) com relacao a
essas normas €

[T]pa = nf{C = 0: [T(z)[}y < Cllz[la VoeR™}

Essa definicao faz sentido, pois o conjunto acima é nao vazio (Teorema A.13)
e limitado inferiormente por 0. Esse infimo é atingido: tomando C; no
conjunto com C; — |||y, e passando ao limite em ||T'(z)|ly < Cjl|z||a,
obtemos

IT@s < [ Thoallalle Vo e R

Além disso, ||-||pq €, de fato, uma norma em L£(R™,R") (ou, se preferir, em
R™" | pela identificagdo acima). Verifique que vale também

1T |lp.a = sup{l|T(z)llp : © € R™, [[x[la = 1}

Essa segunda expressdo é mais intuitiva: uma transformagcao linear fica de-
terminada por como age nos vetores unitarios, e a sua norma é a maior
dilatagdo possivel desses vetores, de modo parecido com a norma do ma-
ximo (em que procuramos a maior coordenada). Para efeitos de célculo,
usaremos bastante a primeira definigdo. A propriedade mais importante das
normas de operador é a seguinte.

Teorema A.14. Sejam T: R™ — R™ e S: R¥ — R™ transformagoes li-
neares e sejam ||-lla, ||-lls, ||l normas em R¥, R™ e R™, respectivamente.
Entdo

|T oS

lea <|IT

c,b SHb,a'

Demonstragio. Como [T o S|c, é o menor nimero C > 0 tal que
|T(S(z))|lc < C|lz|, para todo x € R¥, basta mostrar que ||T|cp||S]p.a ¢
um desses nimeros. Pelas definicoes,

IT(S(@)le < ITllepllS@)o < [1T]lcplS]b.allz]la
para todo z € R¥. Logo |T 0 Sllca < |T|esllS]b,a- O

Em geral, usaremos a mesma norma nos espagos em questao, e a notagao
fica mais leve. O resultado que acabamos de provar se escreve entdo (e se
lembra facilmente) como

1T oS|I < TN

Além disso, dependendo das normas escolhidas para construir a norma de
operador, temos diferentes algoritmos para calculd-la. Por exemplo, quando
as duas normas em questdo sao a euclidiana (a 2-norma), a norma de ope-
rador de T' é igual ao seu maior valor singular (relativo & importantissima
decomposi¢ao em valores singulares, ou SVD). Uma tabela com algumas
das possiveis normas de operador pode ser encontrada no capitulo I, §15, do
Curso de Andlise, vol. 2, de E. L. Lima.
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Listas de exercicios

Lista 0: revisao de topologia euclidiana

18 de fevereiro de 2025

Notagao (norma euclidiana): dado v = (vy,...,v,) € R™,

loll = yfoi - 403

1. Revise as seguintes defini¢bes, bem como caracterizagbes equivalentes,
para um subconjunto X de R™ com a topologia euclidiana: aberto, fe-
chado, limitado, conexo e compacto. Revise também as nogdes de inte-
rior, fecho e bordo de um subconjunto. Qual é a diferenca entre ponto
aderente e ponto de acumulacdo?

2. Calcule o interior e o bordo de cada um dos seguintes conjuntos de R™:

{r e R" : ||z|| < 1}, {xr e R" : ||z|| = 1}, Q™.

3. O que dizem os teoremas de Heine-Borel e de Bolzano—Weierstrass?

4. Seja (pr)rk>1 uma sequéncia em R™ e denote por py = (Pk1,---,Pkn)
as coordenadas de pg. Seja ¢ = (q1,...,qn) € R™. Mostre que (pg)r>1
converge para ¢ em R” se, e somente se, cada (py;)r>1 converge para g;
em R.

5. Uma sequéncia (py)g>1 em R™ é dita sequéncia de Cauchy se, para todo
e > 0 existe ko tal que, se k,[ > ko, entao ||pr — pi|| < €. Mostre que R”
é completo, isto é, que toda sequéncia de Cauchy converge.

6. Dado um subconjunto X C R", lembremos que uma aplicacdo
F: X —-R™ é continua em um ponto p € X se, para toda vizi-
nhanga aberta V' C R™ de F(p) existe uma vizinhanga aberta U C R"”
de p tal que F(U N X) C V. Mostre que esta definicdo é equivalente
a “definicdo por € e 6”: F: X — R™ é continua em p € X se, para
todo £ > 0, existe § > 0 tal que, se x € X satisfaz ||z — p|| < J, entao
|F(@) — F(p)| < =.

7. Com a notacao do exercicio anterior, mostre que F': X — R™ é continua
em (todo ponto de) X se, e somente se, para todo aberto V' C R™ existe
um aberto U C R™ tal que F~1(V) = UNX (“imagem inversa de aberto
é aberto”).
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10.

11.

12.

13.

14.

. Ainda com a notagao anterior, sejam Fi, ..., F,,: X — R as componentes

de F, isto é, F(x) = (Fi(x),...,Fn(x)). Mostre que F: X — R™ ¢
continua em p € X se, e somente se, todas as F;: X — R sdo continuas
em p.

. Lembremos que um subconjunto £ C R™ é discreto se todo ponto p €

admite uma vizinhanga aberta U C R™ tal que ENU = {p}. Seja
X C R™ um subconjunto conexo e f: X — E uma aplicacdo continua.
Mostre que f é constante.

Mostre que todo subconjunto discreto de R™ é enumeravel. Um subcon-
junto discreto de R™ é necessariamente fechado?

Mostre que um aberto nao vazio U C R™ é conexo se, e somente se,
quaisquer dois pontos p,q € U podem ser conectados por um caminho
poligonal, isto é, uma colecdo de segmentos em U da forma

[p,p1], [p1,p2]s -5 [PR—1,4)-

Considere subconjuntos X C R" e Y C R™. Um homeomorfismo entre
X e Y é uma aplicagdo continua F: X — Y que admite uma inversa
continua, isto é, existe uma aplicacdo continua G: Y — X tal que

FoG=Idy e GoF =1dx.
Exiba um homeomorfismo explicito entre
X ={(z,y) eR?: 2? +9* < 1} e Y =R%
Existe um homeomorfismo entre

X=5"={(z,y) eR*: 2? 44> =1} e Y =R?

Um bloco aberto em R™ é um subconjunto da forma
U= (al,bl) X X (an,bn),

onde cada (a;,b;) € R é um intervalo aberto limitado. Mostre que os
blocos abertos formam uma base para a topologia euclidiana em R”, isto
é, todo aberto em R” é uma unifo de blocos abertos.

Seja X C R™ e D C X um subconjunto. Dizemos que D é denso em X
se para todo x € X e toda vizinhanca aberta U C R™ de x, a intersecao
DNU é nao vazia. Mostre que, se F',G: X — R" sao aplicagdes continuas
tais que F'(z) = G(z) para todo x em um subconjunto denso de X, entao
F=aG.
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15.

16.

Seja f: R®™ — R uma fung¢ao polinomial:
i dn ‘ '
Fla)=22 D iy a1 o a
i1=0  in=0

Mostre que, se f nao é identicamente nula, entdo {x € R" : f(z) # 0} é
denso em R".

Identificando o espago de matrizes M, «,(R) com o espago euclidiano
R”Q, mostre que o subconjunto das matrizes ortogonais

O(n) = {A € Myun(R): AA' = A'A =T}

é compacto.
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Lista 1: derivadas direcionais e funcées de classe C*

7 de marco de 2025

1. Encontre todas as derivadas parciais de f(z,y,2) = (x + y)? (no aberto
{z +y > 0}).
2. Seja p = (1,y0), com yy > —1. Calcule %(p), onde
=Y

f(z,y) =2 + (logx)arctg(arctg(cos(zy) — log(x + y))).

3. Seja g: R — R uma fungao continua. Encontre as derivadas parciais com
respeito a = e y das fungoes

/Ozy g(t)dt e /: g(t) dt.

4. Estude a continuidade e a existéncia de derivadas direcionais da funcao

l’3

FRESR, flay) = Zrgg @WF0
0’ (x73/) =0.

5. Um subconjunto X C R™ ¢é dito convero se, para todos p,q € X, o seg-

mento [p, q] estd contido em X. Mostre que, se U C R™ é um aberto
of

convexo e f: U — R ¢é uma funcao tal que ;- = 0 em U, para al-
J
gum j € {1,...,n}, entdo f nao depende da varidvel z;. A hipétese de

convexidade em U é necessaria?

6. Mostre que, se A é um real e v é um vetor, entao

of of

Se v, w sdo dois vetores, vale em geral que

T ) = G0+ 5 0)?

7. Existe uma funcéo continua f: R? — R que admite derivadas parciais na
origem, mas nao admite todas as derivadas direcionais?

8. A “férmula de adicdo” da funcdo arctg diz que, para todos z,y € R com

ry # 1,
T4y
t t = t
arctg(x) + arctg(y) = arctg <1 "

>+n7r,

onde n é um inteiro que depende de z,y. Demonstre a férmula acima
usando derivadas parciais e calcule n explicitamente.
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Lembre que podemos identificar o espago de matrizes M, x,(R) com
. qe 2 .

o espago euclidiano R™ (digamos, com coordenadas x;;). Encon-

tre uma férmula para as derivadas parciais da funcdo determinante

det: M,xn(R) — R e calcule

3 =81 0

O det
3 ¢ (A), onde A= |7 42 -5
21 1 -4 25

[Dica: Laplace.]

Seja U C R™ um aberto. Mostre que, se todas as derivadas parciais de
f: U — R existem e sdo limitadas em U, entdo f é continua em U.

Mostre que, se U C R™ é um aberto conexo e p,q € U, entao existe um
caminho poligonal em U com vértices p = pg, p1, ..., pr = ¢ de maneira
que, para todo i € {1,...,k}, o vetor p; — p;—1 é colinear com algum
vetor da base candnica.

Seja f: R® — R uma fungdo continua que possui todas as derivadas

direcionais em qualquer ponto. Suponha que %(v) > 0 sempre que
|lv]| = 1. Mostre que existe um ponto em R™ no qual todas as derivadas

direcionais de f se anulam. [Dica: a imagem de um conjunto compacto
por uma aplica¢do continua é um conjunto compacto.|

Dado um aberto U C R™ e k € N U {oco}, mostre que o conjunto das
funcées de classe C* em U, denotado C*(U), é uma R-4lgebra comutativa
com unidade. Mostre que todas as inclusoes

cowyockv)o---2CHU)D--- D C®()
sao estritas.

Verifique que a func¢ao

f(x,y): x2_|_y2

é de classe C! e admite derivadas parciais de segunda ordem em todo
R?, mas

0% f 0% f
axﬁy(o) 7 OyOx (0).
Sejan >3 e
h: R\ {0} — R, (xl,...,xn)»—>||x”1n2.
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16.

17.

18.

Mostre que h é de classe C*° em R™\ {0} e satisfaz a equagao diferencial

0%h d%h

T}
0z3 0z2

O que acontece se n = 2 e n = 17 Existe uma funcéo h de classe C*° que
satisfaz a equacdo acima e lim, .o h(z) = 00??

Dado k > 1, qual é o nimero méximo de derivadas parciais de ordem k&
distintas que uma funcio de classe C* pode ter?

Seja. U C R™ um aberto, k& > 1 um inteiro, f,g € C*U) e a =
(a1, ...,a,) € N® um multi-indice de comprimento |a| < k. Demonstre
a seguinte férmula de Leibniz

(6% « o —

w0 =X (5) 0o
< B

onde f < « significa que f5; < «; para todo i e (g) =11, (gz)

Mostre que a funcio

1
T, ol < 1,
f:R* > R, T —
0, lzfl > 1

¢ de classe C*° em R". Construa uma funcao C*° em R que seja positiva
no bloco aberto

(-L,1)"={zxeR": -1 <z <1, paratodoi=1,...,n}

e se anule fora deste conjunto.

50 operador A = % +- 4+ % é dito laplaciano. Uma funcgdo h que satisfaz Ah =0
1 n

é dita harmonica.

163



Lista 2: diferencial de uma funcao
26 de marco de 2025

1. Seja f(z,y) = e*~¥". Calcule %L (p) onde p = (1, ~2) e v = (3/5,4/5).

2. Considere um cone de altura 5cm e base de raio 3cm. Se a altura for
aumentada de 0,2 cm, estime o quanto deve diminuir o raio para que o
volume se mantenha constante.

3. Seja f: R™ — R um funcional linear. Calcule df (p) para todo p € R™.

4. Estude a diferenciabilidade de
xy?
fiR* >R, (z,y) — { 22 +y¥’
0, (z,y) = 0.

5. (Qualificacio 2006) Se f: R® — R ¢ uma funcio tal que |f(z)| < ||z||?
para todo x € R™, mostre que f é diferenciavel em x = 0.
6. (Qualificagdo 2019) Seja

|y

T S5 9 07
fay) = V@i Y7
0, (z,y) = 0.

A funcdo f é continua? Tem derivadas parciais na origem? E diferencia-
vel?

7. (Qualificagao 2017) Para quais valores de o € R a funcao

log(1 + z%y*2%)

0

f(‘rvyaz): (I2+y2+22)a7 (3572%2)75 s
0’ ($7 Y, Z) =0

é diferencidvel em R3? Para quais ela nao é?

8. (Qualificacdo 2021) Seja p > 0 e considere f: R? — R dada por f(0) =0
e
2P y(z — y)

f(z,y) = T2t

se (x,9) # 0 (com a convengdo |z|° = 1).

(a) Estude a continuidade de f dependendo do valor de p.
(b) Calcule, se possivel, %(O) e %(0).
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10.

11.

12.
13.

14.

15.

16.

(c) Estude a diferenciabilidade na origem de f dependendo do valor de
p.

. (Qualificagdo 2010, 2013) Sejam f e g duas fungoes diferencidveis

em uma vizinhanga de 0 € R™. Suponha que f(0) = g¢(0) e que
Vf(0)=Vg(0). Seja h uma fungdo definida em uma vizinhanga U
de 0 tal que f(x) < h(x) < g(x) para todo = em U. Mostre que h é
diferenciavel em z = 0.

Uma forma quadrdtica é uma fungao da forma
[ R" > R, x+— (Ax,z) = (x, Ax),

onde A € My x,n(R) é uma matriz simétrica. Mostre que f é diferencidvel
em R" e calcule os funcionais lineares df (p).

Seja V,, o espago vetorial das fungoes polinomiais em uma variavel de grau
menor ou igual a n, isto é, fungoes da forma p(t) = zo+x1t + - - - + x, 1",
com z; € R. Note que podemos identificar V,, com R"*! tomando os
coeficientes x; como coordenadas. Estude a diferenciabilidade da funcao

1
f: V=R, p— / sen(t p(t)) dt.
0

Calcule a diferencial da funcao det: M, x,(R) — R.

Seja U C R™ um aberto. Mostre que, se f e g sdo fungoes diferencidveis
em U, entdo f + g, fg e f/g (se g nunca se anula em U) sdo fungdes
diferencidaveis em U e valem as féormulas

f\ _9df —fdg
d(f+g)=df +dg,  d(fg)=fdg+gdf, d (g) ==z
Se k > 1 é inteiro, vale também
d(f*) = k" df.

Mostre que

[RPA{0} =R,z [l
é diferenciavel e calcule seu gradiente em todo ponto p # 0.
Considere as fungoes f;: R™\ {0} — R dadas por fi(z) = z;/||x|. Mostre
que

Sejam V7,...,V} espagos vetoriais de dimensdo finita. Uma fungdo
f: Vi x--xVp — R é dita multilinear se é linear em cada V;, isto é:

f(vl,...,ui—i-/\wi,...,vk)
:f(vl,...,ui,...,vk)+)\f(v1,...,wi,...,vk).
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17.

18.

19.

20.

21.

(a) Considerando normas apropriadas ||-||; em cada um dos espagos V;,
obtenha uma estimativa do tipo

|f(v1, .. soe)| < Cllotlls - |lokllx,

onde C' é uma constante e v; € V; sao arbitrarios.

(b) Mostre que toda fungao multilinear é diferencidvel e calcule sua
diferencial.

(Qualificagdo 2009) Uma funcao f: R™ — R é chamada homogénea de
grau 1 se, para todos x € R™ e A > 0 tivermos f(Az) = Af(x). Seja f

uma fungao continua em R”, homogénea de grau 1.
(a) Seja p € R™\ {0} e suponha que f é diferenciavel em p. Mostre que,
para qualquer A > 0, f é diferencidvel em Ap e que V f(Ap) = V f(p).

(b) Mostre que, se f é diferenciavel em 0, entdo f é linear.

Seja U C R™ um aberto. Um extremo local de uma funcao f: U — R é
um ponto p € U para o qual existe ¢ > 0 tal que f(p) = max|,_p|<c f(7)

ou f(p) = min|,_p<c f(z). Mostre que, se f ¢é diferencidvel e p € U é
um extremo local de f, entdao V f(p) = 0.

Seja U C R™ um aberto convexo. Uma funcdo f: U — R é dita convexa
se, para todos p,q € U, vale

f(A=tp+tg) <A —=t)f(p) +tf(q),  telo,1].

Mostre que, se f é convexa em U e diferencidvel em um ponto p € U,
entdo, para todo ¢ € U, temos

f(@) — f(p) = df (p)(qg —p). (1)

Conclua que, se V f(p) = 0, entdo p é um minimo global de f em U.

Seja U C R™ um aberto convexo. Uma funcgao f: U — R é dita estrita-
mente conveza se, para todos p,q € U com p # q, vale

f(A=tp+tg) <(1—-t)f(p) +tf(g), te(0,1).

Mostre que, se f ¢ estritamente convexa em U e diferencidvel em p, entdo,
para todo ¢ € U com q # p, temos

flg) = f(p) > df(p)(qg — p). (2)

[Dica: considere g(x) = f(x)—f(p)—df(p)(z—p) e observe que g também
é estritamente convexa.]

Seja U C R™ um aberto convexo. Mostre a seguinte reciproca para os
exercicios anteriores: se f: U — R ¢ diferencidavel em todo ponto de U e
satisfaz (1) (resp. (2)) para todos p,q € U (resp. com p # q), entdao f é
convexa (resp. estritamente convexa).
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Lista 3: desigualdade do valor médio e férmulas de
Taylor

26 de marco de 2025

1. Seja £: R™ — R um funcional linear. Lembremos que a norma de opera-
dor de £ é definida por

1]l = sup{[£(v)[ : v € R", [[o] = 1}.

Mostre que, se w € R™ é tal que ¢(v) = (w,v) para todo v € R", entdo
II4ll = |Jw|. Conclua que, se f é uma fun¢do diferencidvel em p, entdo

ldf ()l = [IVF(p)I-

2. Seja U C R™ um aberto e f € C*(U). Mostre que, se K C U é compacto
e convexo, entao a restricdo de f a K é uma funcdo de Lipschitz.

3. Seja U C R”™ aberto. Mostre que, se f: U — R é diferencidvel e de
Lipschitz em U, entdo a funcao

U — R, x — ||df ()|
é limitada.

4. (Qualificagdo 2012, 2013, 2015) Seja U C R™ aberto e f: U — R dife-
rencidvel. Mostre que, se |%(x)| < M paratodoz e Uei=1,...,n,
entdo f(Q) é limitado quando Q C U é limitado e convexo.

5. Mostre que o teorema de Schwarz, visto em aula para fungoes de classe
C?, vale mais geralmente para funcdes duplamente diferencidveis. (Ver
E. L. Lima, Curso de andlise. Vol. 2 (décima segunda edigao), Projeto
Euclides, IMPA, Rio de Janeiro, 2020, §3.7.)

6. Seja £ > 1 um inteiro. Mostre que, se f é k vezes diferencidvel em p,
entdao, para todo v € R", vale

d" f(p)o®F = Y (i)ﬁo‘f(p) v,
la|=k
onde () = kl/(aq!- - ay!).

7. Mostre que, se f(2) = }_|4<d Ca®® € uma fungdo polinomial que se anula
em uma vizinhanca da origem, entao ¢, = 0 para todo «.

8. Um teorema visto em aula afirma que, se f é k vezes diferencidvel e se
anula & ordem k + 1 na origem, entdo f(v) = o(|lv||¥) quando v — 0.
Deduza a férmula de Taylor infinitesimal deste resultado. Em seguida,
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10.

11.

12.

13.

14.

use a férmula de Taylor infinitesimal para mostrar que vale a volta do
teorema. Conclua que a formula de Taylor infinitesimal é Uinica, isto é, se
[ é k vezes diferencidvel em p e P;j(v) sdo funcoes polinomiais homogéneas
de grau j em v tais que

k
flp+wv) :Z v) + o(|Jv]|F), v — 0,

entdo P; = d’ f(p)/j! para todo j =0,..., k.

. Calcule a férmula de Taylor infinitesimal de ordem 7 na origem da fungao

log(1/(1 = [[z?)).
Calcule a matriz hessiana na origem da fung¢do do exercicio anterior.

Encontre todas as derivadas parciais de ordem 2025 na origem da fungao
fl,y) = e

Mostre, sem usar a férmula de Taylor infinitesimal, que, nas férmulas de
Taylor com resto de Lagrange e resto integral de ordem k, os restos sao
fungoes o(||v||¥) quando v — 0.

(Qualificagao 2010)

(a) Suponha que f: R™ — R seja tal que f(0) =0 e Vf(0) =0 e seja
K > 0 uma constante. Mostre que, se
0% f
8%89@-

(z)

<K, para todo ||z|| < 1lei,j€{l,...,n},

entao existem C' > 0 e uma vizinhanca da origem (2 tais que

If(2)] < C|z|?, para todo z € Q.

(b) Mostre que a reciproca do resultado contido no item (a) é falsa.

Seja U C R™ um aberto. Uma funcdo f € C*®°(U) é dita analitica (real)
se, para todo p € U, a série de Taylor de f em p converge absolutamente
para f em uma vizinhanga de p. Assim, podemos escrever

fp+v) Z Z 8af(p)v°‘

|
=0 o (o2

para todo v € R™ suficientemente pequeno, ou, de maneira equivalente,

fa) = e - 5 T e

7=0 : «
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para todo x em uma vizinhanca de p. Note que a convergéncia absoluta
garante que nao precisamos nos preocupar com a ordem da soma inde-
xada nos multi-indices & € N”. O conjunto das fungoes analiticas em U
é denotado C*(U). Exemplos de fungoes analiticas incluem as fungoes
elementares, como polinémios, exponencial, logaritmo, seno, cosseno, etc.

(a) Mostre que a funcao

0 t<0,
R — R, Hy=2<"
f 1) {el/t, t>0,

é de classe C°°, mas nao analitica.
(b) Seja f € C*°(U). Mostre que f € C¥(U) se, e somente se, para
todo compacto K C U, existe uma constante C' > 0 tal que

0%f ()]

Sup = JANT/T < ClOéH-l
zeK al
para todo o € N". [Dica: use a férmula de Taylor com resto de
Lagrange ou resto integral.|
(¢) Mostre que C¥(U) é uma R-algebra e que, se f € C¥(U) néo se
anula em nenhum ponto de U, entao % e C¥(U).

15. Uma funcio f: R" — R é dita homogénea de grau k se f(tx) = t* f(z)
para todo t > 0 e todo x € R". Demonstre a seguinte identidade de
FEuler: se f é homogénea de grau k e diferenciavel em p, entao

of of

P15 (p) +--- +pna—xn(p) =kf(p).

16. Lembremos que um polindémio f(z1,...,zy,) é dito simétrico se perma-
nece inalterado apds uma permutacao qualquer de suas varidveis. Por
exemplo, f(z1,79) = 2% + 23 é simétrico, mas g(r1,2) = 22 + x5 ndo é,
pois g(x2,z1) # g(1,x2). Os polindmios simétricos elementares

81(.”[31,...,1'”): Z r,=x1+ - -+x,

1<i<n

s2(w1,. .., 2p) = Z TiTj = 2122 + 123 + -+ + Tp—1Tp
1<i<j<n

Sp(T1y .y Ty) =1 Ty,

sdo definidos pela férmula
(y—x1) - (y—zn) =y —s1(x1, .., 2y - (=1)"sp (21, .., 2p).
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Um teorema, geralmente atribuido a Newton, afirma que qualquer po-
linbmio simétrico pode se escrever como um polinémio nos polinémios
simétricos elementares. Por exemplo, 22 4 - -+ + 22 = s1(21,...,2,)? —
2s9(x1,...,2,). Em geral, ndo é facil descrever uma férmula explicita
que exprime as somas de poténcias

Pe(T1,. . xp) =27 + -+ 2,

como combinacao dos polindmios simétricos elementares, mas a seguinte
identidade de Newton fornece uma solugédo recursiva para este problema:

ks = sp_1p1 — sk—2p2 + - + (1)  Zsipp_1 + (—1)F Lsopy,

onde sg =1 e s; =0 para ¢ > n. O objetivo deste exercicio é demonstrar
a identidade de Newton.

(a) Mostre que
so+sit-tsp =1+ (1+a).
(b) Utilizando o “operador de Euler” xla%l + -t xn%, mostre que

S§1 4280+ -+ +nsy, T Ty

S0+ 81+ + 8y T+ 1+,

(¢) Conclua considerando as expansoes de Taylor do termo a direita.
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Lista 4: pontos criticos e otimizacao

1 de abril de 2025

1. Seja A € M, xn(R) uma matriz simétrica e A1,..., A, € R seus autova-
lores. Mostre que A é definida positiva (resp. definida negativa) se, e
somente se, \; > 0 (resp. A\; < 0) para todoi=1,...,n.

2. Seja f(x,y) = (y—22)(y — 22%). Mostre que a origem é um ponto critico
degenerado. Mostre que a restricio de f a qualquer reta pela origem
tem minimo local na origem, mas a origem ndo é um minimo local de f.
[Dica: considere os conjuntos onde f > 0e f < 0.]

3. Seja U C R? um aberto, f € C?(U) e p € U um ponto critico de f.
. 2 2 2
Sejam a = gT];(p), b= aaxgy (p) ec= ‘37];(17). Mostre que:

(a) Se ac — b < 0, entdo p é um ponto de sela de f.
(b) Se ac —b%> > 0e a > 0, entdo p é um ponto de minimo local de f.

(c) Se ac—b*>>0ea<0,entdo p é um ponto de maximo local de f.
O que vocé pode dizer sobre o caso ac — b? = 0?
4. Determine os extremos locais e globais de f(x,y) = zy — zy? + z%y.

5. Estude os pontos criticos de f(z,y,2) = (z + 22)e*® T2+ ¢ determine
se f tem extremos locais ou globais.

6. (Qualificagao 2006, 2013) Seja M xn(R) = R™ o espaco das matrizes
reais n X n. Mostre que o maximo da fungéo f: R™ — R definida por
f(z) = det(z) restrita a esfera =7, x?j = n é atingido por uma matriz
ortogonal e vale 1.

7. (Qualificagao 2010, 2013)

(a) Seja U C R™ um aberto e f: U — R uma funcio de classe C2.
Dizemos que um ponto critico a € U é ndo degenerado quando a
matriz hessiana de f em a é invertivel. Mostre que, se a € U é um
ponto critico ndo degenerado, entdo a é um ponto critico isolado.’

(b) Mostre que a reciproca do resultado contido no item anterior é falsa,
mesmo no caso em que f nao é constante.

8. (Qualificagdo 2012) Seja U C R™ um aberto convexo.

5Dica (ndo estava na qualificacdo): obtenha primeiro a equagio Vf(a+v) = Hf(a)v+
o(||v||), quando v — 0.
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10.

11.

12.

13.

14.

(a) Mostre que, se f é convexa de classe C?, entdo sua forma qua-
dratica hessiana é nao negativa em todos os pontos de U (isto é,
(H f(x)v,v) > 0 para todo x € U e todo v € R™). [Sugestao: consi-
dere a fungdo ¢(t) = f(r +tv) comz € U, z+v e U et € [0,1].
Depois, use o fato que, no caso n =1 e f de classe C?, ser convexa
é equivalente a f”(t) > 0 para todo t em U]

(b) Mostre que, se f é convexa e de classe C2, entdo todo ponto critico
de f é um ponto de minimo global.

(Qualificagao 2009) Seja 2 um aberto convexo em R"” e F': 2 — R uma
funcéo de classe C?, estritamente convexa em §2, isto é, uma funcéo cuja
hessiana é definida positiva em todo ponto de 2. Mostre que a aplicagao
VF: Q — R™ é injetiva.

Determine os extremos locais da funcao f(z,y, z) = xlog(x) + ylog(y) +
zlog(z) restrita ao plano z + y + z = 2025.

(Qualificacdo 2018) Seja S(0,7) = {x € R3 : 22 + 22 + 22 = r?} a esfera
de raio r centrada na origem.

(a) Calcule o maior valor da fungdo f(z) = 32323 com z € S(0,7).

(b) Mostre que, se a,b,c sdo ndimeros reais nao negativos, entao
(abe)'/? < (a+b+c)/3.

(Qualificacdo 2019) Dados A = {(z,y) € R? : 2 >0, y >0} ep,g €R
positivos tais que 1/p+ 1/q¢ =1, sejam f,g: A — R definidas por
flz,y)=—+=,  g(z,y) =zy.
p q
(a) Sejam ¢ > 0 (uma constante positiva arbitraria) e (z.,y.) o ponto
de minimo da funcio f restrita a curva definida pela equagéo
g(z,y) =c. Usando multiplicadores de Lagrange, mostre que
rg = yi.

(b) Usando o item anterior, mostre que xy < %—l—%q para todos z,y = 0.

(Qualificagao 2023) Ache os valores maximo e minimo de z onde (z,y, 2)
satisfazem aos vinculos 22 + 92 =22 +lex +y +22 = 0.

Determine os extremos locais da funcdo f: R” x R — R dada pelo
produto interno euclidiano f(x,y) = (z,y), restrita a esfera unitaria
llz||? + ly]|> = 1. Deduza a desigualdade de Schwarz.
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Lista 5: aplicagoes diferenciaveis e regra da cadeia
25 de abril de 2025

1. Seja F': R? — R? definida por
F(t,s) = (tcos(2ms), tsen(27s), 1 —t).
(a) Mostre que a imagem de F' é um cone com vértice e3 = (0,0, 1).

Qual é a imagem do quadrado {(¢,s) € R?: 0 < t,5 < 1}?
(b) Calcule o posto da matriz jacobiana JF(t, s) para todo (¢, s) € R2.

2. Seja U = {(z,y,2,t) € R*: (2,9,2) # 0} e ¢ € R uma constante. Denote
r = ||(x,y,2)||. Mostre que, para quaisquer ¢, € C?(R), a funcio

o(r —ct) +¥(r + ct)

f:U%R? f(x7y?z7t): r

satisfaz a equagdo da onda:
0? 0? 0? 0?
OF _ (91, 01 0]
ot? or?  Oy? 022
Tais solugoes sao ditas ondas esféricas.

3. Seja U C R™ um aberto e F,G: U — R™ aplicacgbes diferencidveis em
p € U. Mostre que

(F,G): U —R, z+— (F(z),G(x))
é diferenciavel em p e
V(F,G)(p) = JF(p)" - G(p) + JG(p)" - F(p)-

Na férmula acima, A! denota a transposta de uma matriz A e estamos
identificando vetores com matrizes coluna.

4. Seja U C R™ um aberto e f: U — R de classe C?. Calcule o jacobiano
da aplicagao gradiente Vf: U — R".

5. Seja F': R™ — R™ uma aplicacio de classe C! tal que F(0) = 0. Mostre
que existem aplicacoes continuas G1,...,Gy: R™ — R™ tais que

F(z) = 21G1(x) + -+ + 2,Gp(2) para todo z € R"
e G;(0) = %(O) (lema de Hadamard). [Dica: dado x € R™, considere

cx(t) = F(tm)z, t €10,1], e use o teorema fundamental do célculo.]
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6.

10.

11.

12.

13.

Demonstre a seguinte desigualdade do valor médio para aplicagdes: sejam
U C R™ um aberto e F': U — R™; se F é diferencidvel em todo ponto
de um subconjunto convexo K C U e C' > 0 é uma constante tal que
|DF(z)|| < C para todo z € K, entdo

[1F(z) = F(y)ll < Cllz =yl
para todos =,y € K.

(Qualificagao 2022) Fornega um contraexemplo para a seguinte generali-
zacdo ingénua do teorema do valor médio: “dada uma aplicacdo diferen-
cidvel F': R™ — R™ e pontos z,y € R", existe wm ponto ¢ no segmento
que liga x a y tal que F(z) — F(y) = DF(c)(z —y)”.

. (Qualificagao 2016) Seja F': U — R™ de classe C! em um aberto U de

R™. Mostre que, se DF'(a) = 0, onde a € U, entdo existe um ¢ > 0 tal
que [|[F(z) = F(y)|l < [l — y|| para todos z,y € B(a,e).

. Determine se a seguinte questao da Qualificacdo 2006 esta correta: “Seja

Q C R™ um conjunto aberto limitado. Se F: Q) — R™ é uma aplica¢io
de classe C' com determinante jacobiano nao nulo em todo ponto de S,
mostre que existem ¢ >0 e 6 > 0 tais que |[F(x) — F(y)|| > cllx — y]| se
|l —yl| <0 ex,ye

(Qualificagao 2010) Sejam 0 < 01 < 03 < oo, U C R™ um aberto conexo
e F: U — R™ uma aplicagdo. Suponha que

IF(2) = F()II”* < K|z — y||

para todos x,y € U, onde K > 0 é uma constante. Mostre que F' é
constante em U.

Generalize a questdo 16 da lista 2 para aplicagoes. Ou seja, se
Vi,..., Vi,V sdo espacos vetoriais de dimensdo finita, mostre que
toda aplicagdo multilinear F': V7 x --- x V}, — V é diferencidvel e calcule
a sua diferencial.

Calcule a diferencial do produto de matrizes

Mpsn(R) X Myxp(R) = My, xp(R), (A, B) — AB.

(Qualificagao 2011)

(a) Se T: R" — R™ ¢é um isomorfismo (de espacos vetoriais), mostre
que
o]l
174

[Tw]| =
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(b) Se F': U C R™ — R" é diferenciavel em zo € U e DF(zp) é um
isomorfismo, mostre que existem constantes positivas ¢ e ¢ tais que

lolf <6 = [[F(zo+v) = F(zo)| = cfv].

14. (Qualificacdo 2017, 2022) Seja GL,(R) C M, xn(R) o conjunto das ma-
trizes n X n invertiveis.
(a) Mostre que GL,(R) é aberto em M, x,(R).

(b) Mostre que a aplicacio F': GL,(R) — GL,(R), F(X) = X! &
diferenciavel e calcule DF(X).

(c) Sen=2e A= (}7?), exiba a matriz 2 x 2 dada por DF(A)A.

15. Seja I € R um intervalo aberto e A: I — GL,(R) um caminho dife-
rencidvel (isto é, A(t) sdo matrizes invertiveis dependendo, de maneira
diferenciavel, de um parametro real t). Mostre que, em I, vale

dA~! dA
Sy ey
dt dt

16. Lembremos que uma transformacao linear L: R™ — R" é dita uma iso-
metria se L preserva o produto interno euclidiano: (Lv, Lw) = (v, w)
para todos v, w € R"™.

(a) Mostre que, se A é a matriz de L na base canonica, L é uma isome-
tria se, e somente se, A é uma matriz ortogonal (isto ¢, as colunas
de A formam uma base ortonormal de R™).

Uma transformagao linear L: R" — R" é dita conforme se L ¢é injetiva e

L preserva dngulos:
(Lv, Lw) (v, w)

Lol Lol [lollllw]l”

(b) Mostre que L é conforme se, e somente se, existe uma constante
p > 0 tal que p~'L é uma isometria. Em particular, a matriz de
uma transformacdo conforme é da forma pA, onde A é uma matriz
ortogonal. [Dica: dados u,u’ € S™"!, os vetores u +u' e u — u’
sdo sempre ortogonais. Use isto para concluir que, se L é conforme,
entdo u +— || Lul| é constante sobre a esfera.]

Seja U C R™ um aberto. Uma aplicacdo diferenciavel F': U — R" é
dita conforme se DF(p) é uma transformagcao linear conforme para todo
peU.
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17.

18.

(c) Mostre que F' é conforme se, e somente se, existe uma funcdo
p: U — (0,00) tal que, para todo p € U:

OF . OF o
<896¢(p)’8a7j(p)>_0 para todosi#j e

H OF
8.%1'

(p)H = pu(p) para todo i.

(d) Mostre que, se F é conforme, entéo u(p) = |det JF(p)|'/™.

(e) Seja n = 2 e denote F(x,y) = (u(z,y),v(z,y)). Suponha que F
preserva orientagdo em todo ponto, isto é, det JF(p) > 0 para todo
p € U. Mostre que F' é conforme se, e somente se, u e v satisfazem
as equacoes de Cauchy—Riemann:

ou  Ov ou ov

or oy 9y Oz
[Dica: uma matriz ortogonal 2 x 2 com determinante positivo é uma
matriz de rotagdo.] Conclua que aplicagoes conformes no plano,
que preservam orientagdo, correspondem a funcgdes holomorfas

f: U CC — C tais que f'(z) # 0 para todo z € U.

Seja L: R™ — R™ uma transformacao linear de matriz A = (asj)1<i,j<n,
U C R™ um aberto e f € C?(U). Mostre que, se g = f o L, entdo

&g - 0% f
= ap;apj————o L
8£Ui8$j k,lzl ’ Ja$ka$l
para todos i, =1,...,n.

Com a notacdo do exercicio anterior, mostre que, se L é uma isometria,
entao

Ag=AfolL,

. , . 2 2, . . . .
isto é, o laplaciano A = % + -+ 88? € invariante por isometrias.
1 n
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Lista 6: difeomorfismos, formas locais, teorema da
funcao implicita

16 de maio de 2025

1. (Qualificacao 2006) Mostre que toda submersdo F': U — R de classe
C' definida num aberto U C R", com n > m, é uma aplicacio aberta
(isto é, se A C U é aberto, entdao F(A) C R™ é aberto).

2. (Qualificagdo 2007) Considere um planeta com 6rbita eliptica x = a cos 6,
y = bsen . Supondo que o sol esta situado no foco (vVa? — b%,0) e que t
é o tempo medido desde o instante que o planeta passa pelo ponto (a, 0),
entao a equacao de Kepler satisfeita é:

kt =0 —esenb,

em que k > 0 é uma constante e ¢ = va? — b?/a (a excentricidade da
6rbita), com 0 < b < a.

(a) Mostre que a equagao de Kepler pode ser resolvida para 6 em fungéo
de t.

(b) Mostre que % assume o maximo no periélio (a,0) e o minimo no

afélio (—a,0).
3. (Qualificacio 2007) Seja G: R™ — R™ uma aplicacio de classe C*, com
k > 1, tal que |DG(z)|| < 1 para todo = € R™.

(a) Mostre que a aplicagdo F': R™ — R™ definida por F(z) = = + G(x)
é um difeomorfismo de classe C* sobre um aberto de R™.

(b) Mostre que, se existe uma constante A > 0 tal que [|[DG(z)|| < A < 1
para todo x € R™, entdo a aplicagdo F' do item (a) é sobrejetiva.

(c) Exiba um contraexemplo que mostre que nao basta supor que
|IDG(z)|| < 1 para todo = € R™ para garantir que F definida no
item (a) seja sobrejetiva.

4. (Qualificagdo 2007) Mostre que uma submersdo injetora de classe C*
(definida num aberto de R™) é um difeomorfismo sobre a sua imagem.

5. (Qualificagao 2008)

(a) Mostre que a funcio f: R? — R definida por f(z,y) = 2° é uma

aplicacao aberta mas nao é uma submersao.

(b) Dé um exemplo de uma funcio f: R — R? de classe C™ que seja
injetiva mas nao seja uma imersao. Justifique.
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6. (Qualificacio 2008) Seja U C R? um aberto e considere uma aplicacio
continuamente diferencidvel

= (Y1, 2,13,¢4): U CR* - R
tal que, para um certo (z1,Z2) € U, tem-se que Di)(Z1,Z2) é injetiva.
(a) Mostre que, para algum par (i,j), com i,j € {1,2,3,4} e i < j,
existe um aberto V' C U, com (z1,Z2) € V, e tal que a aplicagao
definida para (x1,z2) € V por h(xy1,z2) = (Yi(x1,22), ¢ (21, 22)) €
um difeomorfismo C! sobre um aberto W C R2.

(b) Suponha por simplicidade que o resultado do item (a) valha para
i =1ej = 2. Mostre que, para todo (x1,x2) € V, existe um
tinico (y1,92) € W e uma aplicacdo f = (f1, f2): W — R? tal
que ¥(21,22) = (y1,92, [1(¥1,¥2), f2(y1,¥2)). Em outras palavras,
mostre que (V) é o grafico de f: W C R? — R2,

7. (Qualificacdo 2009) Sejam F' e G aplicacdes de R? em R?, de classe C, e
suponha que F'(0) = 0 e que DF(0) é invertivel. Para cada r € R, defina
H,(z) = F(z) + rG(z). Mostre que existe € > 0 tal que, se |r| < ¢, H,
se anula em um ponto z,, e que lim,_,oz, = 0. [Sugestdo: forma local
das submersoes.|

8. (Qualificagao 2010)

(a) Demonstre o teorema da aplicagdo inversa usando o teorema do
posto.

(b) Considere o seguinte sistema definido no aberto U = (—1,1)? C R?:
21+ oot + 3 log(za + €) = ay
To + %sen(xl) + 1= ao.

Mostre que o sistema acima tem uma tnica solugao = = (x1,x2) € U
quando a1 = % eas = 1.

9. (Qualificagao 2010)

(a) Demonstre o teorema da fungdo implicita usando o teorema do
posto.

(b) Mostre que, se f: R? — R? é de classe C!, entdo f nio é injetora.
(c) (Qualificacdo 2013) Mostre que, se f: R? — R3 é de classe C!, entdo
f nao é sobrejetiva.

10. (Qualificagao 2012)

(a) Mostre o teorema da fungdo inversa usando o teorema da fungao
implicita.
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(b) Seja U C R™ aberto e F: U — R™ de classe C'. Mostre que, se
existe yo € R™ tal que o conjunto F~1(yp) possui um ponto de
acumulacao zo € U, entdao DF(xp) nao é injetiva.

11. (Qualificagdo 2014)

(a) Enuncie o teorema da funcdo inversa.
(b) Enuncie a forma local das submersoes.
(c) Demonstre a forma local das submersées usando o teorema da fun-
¢ao inversa.
12. (Qualificacdo 2015) Seja F': R" — R™ dada pela equacio F(z) = ||z||%z.
(a) Mostre que F' é uma aplicagio de classe C*° que leva a bola aberta
B ={z € R": ||z|]| < 1} nela mesma, de forma bijetiva.

(b) Calcule a matriz jacobiana JF(x) e a transformagdo derivada
DF(x)v para quaisquer z,v € R™.

(c) Mostre que F' leva uma bola centrada em e; = (1,0,...,0) em um
conjunto aberto.

(d) Mostre que a inversa de F' néo é diferencidvel na origem.

13. (Qualificacdo 2015) Seja F um difeomorfismo de classe C'. Mostre que,
se F' é uma aplicacdo de classe C*, entdo F' é um difeomorfismo de classe
Ck.

14. (Qualificacdo 2016) Sejam f: R? — R3 e g: R? — R? dadas por
flx) = (62“""”2, 3xg — cos(xy), x% + 29 +2),
9(y) = Byr+2y2+y3, i —ys +1)

e F'=go f. Mostre que F' ¢ invertivel numa vizinhanca de 0 e calcule a
matriz jacobiana (JF~1)(F(0)).

15. (Qualificacdo 2017) Seja F': U C R™ — R™ uma aplicacdo de classe C?.

(a) Quando F' é uma imersao? Quando F' é uma submersao? Dé exem-
plos.

(b) Seja F: R* — R? dada por
F(z,y,2) = (@ +y+za° +y? +22, 25 +y° +2°).

Descreva o conjunto dos pontos de R? onde F' tem posto constante
igual a 3.

(c) Suponha que F' tem posto constante. Mostre que F' é localmente
injetiva se, e somente se, F' é uma imersao.
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16.

17.

18

19

20

21

(Qualificagao 2017)

(a) Enuncie o teorema da fungao inversa e da funcdo implicita.

(b) E verdade que, se uma aplicacio F': R? — R? de classe C? ¢é lo-
calmente invertivel em p, para cada p € R?, entdo ela é bijetiva?
Mostre ou dé um contraexemplo.

(c) Mostre que o sistema

{w2+2m2+y2—z2—6—0

wxy —xyz =0

pode ser resolvido em termos de w = w(y, 2) e x = x(y, z) numa
vizinhanga do ponto (z,y,z,w) = (1,2,1,1). Calcule as derivadas
parciais de w e x nestes pontos.

(Qualificagdo 2017) Prove o lema de Morse. Seja f: U C R™ — R uma
fungdo diferenciavel de classe C™ e seja p € U um ponto critico ndo
degenerado de f com f(p) = 0. Mostre que existe um difeomorfismo
local ¢ em p tal que

(fop (@) =—at - —al+afpy+ -+,

onde A é o indice do ponto critico, ou seja, a dimensao méaxima do su-
bespaco onde a restricao da hessiana é definida negativa.

(Qualificagao 2017) Seja U C L(R"™;R™) um subconjunto aberto. Mostre
que det: U — R é uma submersao se, e somente se, nenhuma matriz em
U tem posto menor ou igual a n — 2.

(Qualificacdo 2018) Seja G: R™ — R” uma aplicacio de classe C! e
suponha que exista M > 0 tal que

IG(@) = =] < Mzl

para todo z € R™. Mostre que G é localmente invertivel perto da origem
e calcule DG(0).

(Qualificagdo 2018) Seja p um polinémio com coeficientes reais e
grau maior ou igual a 1. Defina a aplicacio F: R?> — R? por
F(z,y) = (p(x +y),p(xr —y)). Prove que existe um conjunto aberto
e denso de pontos de R? para os quais a aplicacdo F' é um difeomorfismo
local quando restrita a alguma vizinhanca de cada um desses pontos.

(Qualificagao 2019) Sejam U um aberto de R™ e f: U — R™™ uma
imersdo de classe C*¥, k > 1. Mostre que, para todo ponto p € U,
existe um aberto V' C U contendo p tal que fly: V — f(V) é um
homeomorfismo e (f|y/)~! é a restricio de uma aplicacio de classe C*
definida num aberto de R™*",
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22. (Qualificacdo 2019) Seja f: R? — R uma funcio de classe C! com
f(2,—1) = —1. Defina

G(z,y,u) = f(z,y) +u?
H(z,y,u) = uz + 3y° + u?

(a) Encontre o € R tal que o sistema de equagoes

{G(m,y,u) =0
H(z,y,u) =0

tem solucao (z,y,u) = (2, -1, a).

(b) Sob quais condigbes existem fungdes x = g(y) e u = h(y), de classe
C! e definidas em abertos de R, tais que G(g(y),y,h(y)) = 0 e
H(g(y),y,h(y)) =0 com g(—1) =2 e h(—1) = a? Enuncie detalha-
damente todos os teoremas necessarios.

(c) Nas condigdes encontradas em (b), supondo Df(2,—1) = (1,-3),
encontre ¢'(—1) e h'(—1). Enuncie detalhadamente todos os teore-
mas necessarios.

23. (Qualificacdo 2021 e 2023) Seja f: R — R uma funcio de classe C*
tal que |f'(t)] < k < 1 para todo t € R. Defina ¢: R?> — R? por
o(z,y) = (x+ f(y),y + f(x)). Mostre que ¢ é um difeomorfismo.

24. (Qualificacao 2021) Seja F': U C R® — R"*! uma aplicacio de classe C*
com k > 1 e U aberto. Mostre que se, para todo x € U vale que

det (gFZ> #0,
Li ) 1<ij<n

entdo todo z € U admite uma vizinhanga W C U tal que F(W) é o
grafico de uma funcao yn4+1 = ©(y1, ..., yn) de classe C*.

25. (Qualificacdo 2021) Seja F': R5 — R? uma aplicacio de classe C! e seja
p=(1,2,—1,3,0). Suponha que F(p) =0 e que

1 31 -1 2
M@_Qo1 2—0‘
(a) Mostre que existe uma aplicacio G: U — R? de classe C!, definida
num aberto U C R? tal que
F(x1,G1(x),Ga(z), 22, 23) = 0

para x = (z1,22,23) € U e G(1,3,0) = (2,—1).
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26

27

28

29

(b) Calcule JG(1,3,0).
(¢) Dé um exemplo de uma aplicacdo F' que satisfaga o enunciado e
encontre a correspondente aplicacdo G do item (a).
. (Qualificagao 2021)
(a) Defina o posto de uma aplicagdo diferencidvel F': U C R" — R™
em um ponto x € U.

(b) Dada F: U C R" — R™ de classe C!, mostre que existe um aberto
denso V' C U onde o posto de F' é constante em toda componente
conexa de V.

. (Qualificagio 2022) Seja F: R™ — R™ de classe C*.
(a) Mostre que o conjunto S C R" formado pelos pontos x € R™ onde
DF(zx) possui posto n é aberto.
(b) Use o teorema da func@o inversa para mostrar que F'(S) também é

aberto.

. (Qualificacao 2022) Prove que nio existe um difeomorfismo de classe C*
de um aberto de R™ num aberto de R se m < n.

. (Qualificagao 2022) Considere o sistema de equagoes

ry+22=3
B+ yP 2 =6
(a) Esboce o lugar geométrico dos pontos que satisfazem cada uma das

equagoes do sistema. Use seu esboc¢o para estudar se o sistema
possui solugao.

(b) Use o teorema da fungao implicita para mostrar que o sistema pode
ser resolvido, digamos com = = ¢(z) e y = 1¥(z) na vizinhanga de
(1,2,1).

(¢) Encontre dz/dz no ponto (1,2,1).
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Lista 7: variedades diferenciaveis

17 de junho de 2025

1.

Seja U C R™ um aberto. Mostre que, se G: U — R™ é uma aplicacao de
classe C*, com k > 1, que é uma submersdo em todo ponto do conjunto
M = {p € U : G(p) = 0}, entdo M é uma variedade de classe C* e
dimensao n — m.

. Em aula, definimos apenas a nocao de “variedade de dimensao d”. Mais

geralmente, dizemos que um subconjunto M C R" é uma variedade de
classe C* (com k > 1) se, para todo ponto p € M, existe uma vizinhanca
U C R" de p e um ntmero natural d, tal que U N M ¢ C*-difeomorfo
a um aberto de R%. O natural d, é dito dimensdo de M em p. Assim,
uma variedade de dimensao d é uma variedade tal que d, = d para todo

p.
(a) Certifique-se que dj, esta bem definido.
(b) Mostre que a funcdo M — N, p +— d,, é localmente constante.

. Mostre que, se M C R® e N C R™ sio variedades de classe C*, com

k > 1, entdo o produto M x N C R™" é uma variedade de classe Ck e
dimensao dim M + dim .

. Mostre que um subconjunto M C R"™ é uma variedade de dimensao 0 se,

e somente se, M é discreto.

. Seja k > 1, M uma variedade de classe C* e f: M — R uma funcio de

classe C*. Mostre que df (p) = 0 para todo p € M se, e somente se, f é
localmente constante.

. (Qualificacao 2021) Dado R > 0, considere a esfera de raio R centrada

na origem Sp = {x € R" : ||z|| = R}, com n > 2. Seja f: R" — R uma
funcdo de classe C'. Mostre que f restrita a Sg é constante para todo
R > 0 se, e somente se, existe uma func¢ao continua g: R” \ {0} — R tal

que Vi (x) = gla)a.

. Determine uma parametrizacio do toro em R? obtido pela revolucido em

torno do eixo z de um circulo, no plano yz, de raio r e centro a uma
distdncia R da origem, com 0 < r < R. Mostre que esta variedade é
uma hipersuperficie em R3 definida por uma equacao explicita. Calcule
0S seus espacos tangentes.

. Sejam M e N variedades de classe C*, com k > 1. Mostre que uma

aplicacdo F': M — N é de classe C* (de acordo com a definicao da
aula) se, e somente se, F oy:V — N C R™ ¢ de classe C* para toda
parametrizagdo local ¢: V. — M NU de M.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

. Seja F: M — N uma aplicacio de classe C* entre variedades de classe

C*. Mostre que, se v € T,M é um vetor da forma v = ¢(0) para algum
caminho c: (—¢,e) — M de classe C!, com ¢(0) = p, entdo

DF(p)</(0) = (F 0 ¢)'(0).

(Qualificacio 2019) Seja a € R™ e M C R™ uma variedade de classe C¥,
com k > 1, que nao contém a. Mostre que, se p € M é o ponto mais
préximo de a, entdo o vetor a — p é normal a M em p.”

Sejam M C R™ e N C R™ variedades de classe C*, com k > 1. Demons-
tre o teorema da funcdo inversa para variedades, isto é, se F': M — N é
uma aplicacio de classe C¥ e p € M é tal que DF(p): TyM — Tpp N
¢ um isomorfismo de espacos vetoriais, entdo existe uma vizinhanca
U C R™ de p e uma vizinhanca U’ C R™ de F(p) tais que F' é um
difeomorfismo C* de U N M sobre U’ N N.

Mostre que um toro de revolucio em R? é difeomorfo a S x S C R

Demonstre o teorema das “fibras de posto constante”: se M e N sdo
variedades de classe C* com k > 1, e F: M — N é uma aplicacdo
de classe C* de posto constante igual a r em uma vizinhanca de uma
fibra F~1(g), com ¢ € N, entdo F~!(q) é uma variedade de dimensdo
dim M —r.

Verifique que o conjunto de matrizes ortogonais
O(n) = {A € Mpxn(R) : AA' = A'A =T}

¢ uma variedade compacta de classe C* e dimensao n(n —1)/2. Calcule
o espago tangente na matriz identidade T70(n).

(Qualificacdo 2007) Considere a aplicacio F': R® — R* definida por
F(z,y,2) = (2% — y%, vy, 22,9y2). Dada uma curva regular® I' C F(S?),
mostre que para cada p € I existe uma vizinhanca aberta W C R* de p
tal que I' N W é imagem de uma curva regular em S2.

(Qualificacdo 2021) Seja F: U — U uma aplicacio de classe C*, com
k > 1, onde U C R™ é um aberto conexo. Mostre que, se F o F' = F,
entdo F' tem posto constante numa vizinhanca de M = F(U). Conclua
que M é uma variedade de classe C*.

Demonstre a seguinte versao mais geral do teorema dos multiplicadores
de Lagrange. Seja U C R™ um aberto, f: U — R uma funcdo de classe

"Isto é, (a — p,v) = 0 para todo v € T, M.
8 Aqui, curva regular significa uma variedade de dimenséo 1.
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18.

19.

Cle G = (Gy,...,Gp): U — R™ uma aplicacio de classe C'. Seja
q € R™ um valor regular de G e M = G~ !(¢q). Mostre que um ponto
p € M é um ponto critico da restricdo f|ys se, e somente se, existem
Aly .-, Am € R tais que

df(p) = A dG1(p) + - -+ + A dGi(p).

Sejam M e N variedades de mesma dimensio de classe C*, com k > 1,
e suponha que M seja compacta. Mostre que, se F': M — N é uma
aplicacdo de classe C*¥ e ¢ € N é um valor regular de F, entdao F~'(q)
¢é finito. Mostre ainda que, se R C N denota o conjunto dos valores
regulares, entdo R é aberto e a funcao

R — N, q — card F~1(q)

¢é localmente constante.

O objetivo deste exercicio é demonstrar o teorema fundamental da al-
gebra, que afirma que todo polindémio nao constante p(z) = ap + a1z +
-+ 4+ apz", com coeficientes complexos a; € C, n > 1 e a, # 0, tem pelo
menos uma raiz em C.

(a) Identifique o plano complexo C com R? e o polindmio p com uma
aplicacdo p: R2 — R2. Seja mn: S?\ {N} — R? a projecdo estereo-
grafica a partir do polo norte. Mostre que a aplicacao 7r;,1 opoTN Se
estende, de maneira tinica, a uma aplicacdo continua F: $? — S2.

(b) Considere a projecio estereogrifica mg: S?\ {S} — R? a partir do
polo sul e mostre que a aplicacao de “transicdo de cartas”

v omgt: R?\ {0} — R?\ {0}

corresponde a funcdo complexa z — 1/Z.
(¢) Mostre que a aplicagdo mg o F' o 7r§1, definida numa vizinhanga de

0 € R? (que corresponde ao polo norte N), corresponde & funcio
racional com coeficientes complexos

Zn

apz" +arz" 1 +---+ay

q(z) =

e conclua que a aplicacio F': $? — S? do item (a) é diferenciavel
de classe C'*°.
(d) Mostre que F' tem apenas um numero finito de pontos criticos, que

correspondem as raizes da derivada p’(2) e, se n > 2, ao polo norte
N.
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Mostre que o conjunto R C S? dos valores regulares de F' é um
aberto conexo e que, portanto, o nimero de elementos nas fibras de
todo ponto em R é constante.

Conclua que F' é sobrejetiva (logo, existe um elemento na fibra de
0, isto é, uma raiz de p).

Por que um argumento analogo, usando polinémios reais no lugar
de polinémios complexos e S' no lugar de S?, nao funciona para
mostrar que todo polindmio com coeficientes reais tem uma raiz
real?
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Lista 8: formas diferenciais e integracao

1 de julho de 2025

1. Seja V,,(r) o volume da bola fechada de raio r em R".

(a) Mostre que existem constantes ¢, tais que V,(r) = ¢,r".

(b) Demonstre (de maneira independente) as seguintes férmulas recur-
sivas para cp:

w/2
Cp = (/ cos” 9d9> Cn—1 e Cn = 2 Cn—9.

—m/2 n

(c) Usando qualquer uma das duas férmulas, mostre que

o)k 2m)k
Vaenlr) =2 (212 +)1)!! SRTORS ).. ™

onde m!! = Hilno/ﬂfl(m —2i). E também possivel dar uma férmula
que nao depende da paridade, usando a funcio I'" de Euler:

71_11/2

= Ty

(d) Conclua que V,,(1) tende para 0 quando n tende a infinito.

2. Considere a (n — 1)-forma w = 31" | (1) oy dzg A+ A dz; A -+ A day
em R™\ {0}.

(a) Mostre que dw =ndzxy A -+ A dxy,.

(b) Use o teorema de Stokes para obter uma férmula para o volume
(n — 1)-dimensional da esfera de raio r em R"™.

3. Use o teorema de Fubini para mostrar o teorema de Schwarz (sobre a
ordem das derivadas de ordem 2 de uma funcdo de classe C?).

4. Sejam F': M — N e G: N — P aplicagOes suaves entre variedades suaves
e w € OF(P) uma k-forma diferencial em P. Mostre que

F*(G"w) = (G o F)w.

5. Considere as seguintes 1-formas em R?: wy = dx, wy = v dy e w3 = d(r?),
onde r? = 22 + 2. Calcule os valores de w; nos seguintes vetores tangen-
tes:

(a) u=(0,1) € T(o,0)R?,
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10.

11.

(b) v=(-1,-1) € T(2,2)R2,
(C) w = (1, —1) S T(272)R2.

Sejam M uma variedade suave de dimensdo m, U C M um aberto e
©1,---,0m: U — R fungdes suaves. Mostre que as seguintes propriedades
sdo equivalentes:

(a) todo ponto de U possui uma vizinhanga aberta U’ C U tal que
©=(p1,...,om)|vr: U — R™ é uma carta local de M;

(b) para toda 1-forma w € QY(U), existem tnicos f; € C*°(U) tais que
w=fidei+ -+ frmdom.
Calcule o pullback da 2-forma dx A dy em R? pela aplicacdo

(r,0) — (rcosf,rsend).

. Considere as seguintes 2-formas em R?:

wy = dx A dy, wy =xzdr ANdy —ydy Ndzx e w3 =rdr Adf,

onde x = rcosf e y = rsenf. Calcule os valores de w; nos seguintes
pares de vetores tangentes:

(a) u1 = (1,0) e up = (1,1) em T(y yR?,

(b) v1 = (1,~1) e vy = (0,1) em T(g)R?,

(c) w1 = (~1,0) e wp = (0,1) em T(; R,

. Em R?, calcule o valor das 2-formas w; = dy A dz, ws = zdz Ady e

w3 = dz A d(r?), onde r? = 22 + 3% + 22, no par de vetores tangentes
v = (1,1,1) e v3 = (1,2,3) no ponto p = (2,0,0).

Seja M uma 3-variedade suave e (z1,z2,23) e (y1,y2,y3) dois sistemas
de coordenadas definidos num mesmo aberto U. Dada uma 2-forma
w € Q3(U), podemos escrever

w = fidro ANdxs + fodxrs ANdxy + f3dxy A dxo
= g1dy2 N dys + g2 dys A dyr + g3 dyr A dys.

Descreva g1, g2, g3 em funcao de f1, fa, f3.

(Qualificagdo 2006) Seja f: A — R uma fungdo continua no bloco
A C R™. Mostre que o grafico de f tem medida nula em R™*1.
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

(Qualificacdo 2023) Defina uma 1-forma w em R?\ {0} por:

. .
o= (i) o () o

Calcule a integral de w ao longo de um circulo de raio r centrado na
origem. Essa forma ¢é exata? Mostre que o campo de vetores

(7w
$2 + y2’ 1;2 + y2
nao é o gradiente de nenhuma fungao.

(Qualificacdo 2023) Seja G: R® — R3 de classe C! tal que (G(x),x) >0
para todo = com ||z|| = 1. Mostre que nao existe F': R? — R3 de classe
C? tal que G = rot(F).

(Qualificagao 2022) Seja M uma k-variedade compacta orientada em R".
Sejam h: R™ — R™ uma isometria® e N = h(M). Seja f: N — R uma
funcdo continua. Mostre que N é uma k-variedade compacta orientada

em R" e
J v = [ (romav.

onde dV denota a forma volume. Conclua que M e N tém o mesmo
volume.

(Qualificagao 2022) Considere a variedade (com bordo)
M= {(r,y,2) eER:a? + 92 +2° =1, 2>1/2}
e a 2-forma 8 =2xdx Adz + 2zdy Adz.

(a) Encontre uma forma « tal que 5 = da.

(b) Exiba uma parametrizacao de OM.
(c) Calcule [, f.

(Qualificagdo 2021) Enuncie o teorema de Green e o utilize para provar
que nao existe solucado periddica ndo constante para o sistema de equagoes

diferenciais
{x’(t) = z(t) + 2(t)®
y'(t) = —y(t) + y(t)°,

isto é, que ndo existe uma curva fechada nao constante vy(t) = (z(t),y(t))
satisfazendo o sistema de equacdes.

(Qualificacio 2019) Seja M = {(x,y,z) € R3 : 42?2 +9? 4422 =4, y > 0}
ew=ydr+ 3zdz.

Tsto é, h é um difeomorfismo tal que Jh(x) é uma matriz ortogonal para todo z € R™.

189



18.

19.

20.

21.

22.

(a) Calcule [y,,w diretamente (sem utilizar o teorema de Stokes).
(b) Calcule [, dw.

(Qualificagao 2019) Seja f: R — R dada por

1 + cos(x)
fla) = {2, x € [—m,m,

0, caso contrario.

Seja {¢;};>1 a familia de fungoes dada por pom41(x) = f(z —mnr) (m >
0) e pom(x) = f(x +mm) (m > 1). Por exemplo, p3(z) = f(r —7) e
pa(x) = flz +2m).
(a) Defina partigdo da unidade associada a uma colegdo de abertos de
R™.

(b) Mostre que {¢;};>1 ¢ uma particdo da unidade (de classe C1) em
R.

Mostre que uma variedade M é orientavel (isto é, M admite uma forma
de orientacdo) se, e somente se, existe um atlas {¢;: U; = R™};cr de M
tal que det J(p; o %—1) > 0 para todos ,j € I.

(Qualificagao 2018) Seja B(n,r) a bola de raio r em R". Note que
vol B(2,7) = 7r? e vol B(3,r) = 4nr3/3, como aprendemos no colé-
gio. Mostre que vol B(4,7) = w2r*/2. [Dica: parametrize a bola por
coordenadas esféricas e use o teorema de Stokes.]

(Qualificagio 2017) Considere a 2-forma em R3 \ {0} dada por

xdy Ndz+ydz ANdx + zdx N\ dy
(12 +y2 +22)3/2

(a) w é fechada?
(b) Mostre que [g» w = 4, onde S? tem a orientagdo de bordo da bola
unitaria.
(c) w é exata?
(Qualificagao 2017)
(a) Calcule [ 3™ sen?(6) cos() sen (i) df dep.
(b) Seja T? = S' x S C R* o toro descrito por
T? = {(z,y,z,w) ER 1 22 + % = 22 +w? =1}

Calcule [;» zyzdw A dy.
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23

24

25

26

27

. (Qualificacao 2016) Seja M uma n-variedade em R"**. Mostre que, se
existem k campos de vetores vi,...,v; em R™* continuos normais a
M (vj(p) L T,M para todo p € M, j = 1,...,k) que sdo linearmente
independentes em todo ponto de M, entdao M é orientavel.

. (Qualificagao 2016) Sejam M uma (k + | + 1)-variedade compacta ori-
entada em R™, com M com a orientacao induzida, se IM # 0, e w e
n formas de classe C! de ordem k e [, respectivamente, definidas numa
vizinhanca de M, e com o suporte de uma delas contido no interior de
M (isto é, M \ OM). Mostre que

/ dw/\n:—(—l)k/ w A dn.
M M

. (Qualificagao 2015)
(a) Seja w = ydx + (zcos(yz) + x) dy + ycos(yz) dz. Mostre que w é
uma forma fechada. Ela é exata?

(b) Sejam w; e wo formas diferenciais de classe C*° em uma variedade
diferencidvel M de classe C*°. Mostre que wi A wy é exata se wy é
fechada e wy é exata.

. (Qualificagao 2015) Seja 2 C R™ um aberto limitado tal que a fronteira
02 é uma variedade conexa de classe C°°. Suponha que F': R" — R™ é
um campo de classe C*.

(a) Usando o teorema de Stokes (em sua forma mais geral), mostre que

/Qdiv(F) da::/(m(F-ﬁ) ds,

onde 77 denota o vetor normal unitario exterior a 0f2.
(b) Mostre que se div(F') = 0 entao F é tangente a 92 em algum ponto.
(c) Seja u: R™ — R de classe C2. Mostre que

/Audx:/ 8—1_{(15,
Q oq Of

onde Au = div(Vu) =321, % e % denota a derivada normal de
u em Of). '
. (Qualificacao 2015)

(a) Seja M uma (k + [ + 1)-variedade compacta (de classe C*°) em R”
orientada e com bordo. Sejam w uma k-forma e n uma [-forma,
ambas (de classe C*) definidas em um aberto do R™ contendo M.
Mostre a “férmula de integracdo por partes”

/Mw/\dn: (—1)k/8Mw/\77— (—1)’“/de/\77.
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(b) Usando o item (a), mostre que se M é uma n-variedade compacta
(de classe C*°) em R™ orientada com bordo (néo vazio) e conexa, e
f € uma fungéo de classe C*° em um aberto do R™ contendo M, tal
que
n_ 52
Aflyr =0 (Af = Z%) e flon =0,

i=1 i

entdo f|yr = 0. [Dica: mostre que
Afdxy A--- Ndxy,

=1 ?

onde d/x\, significa que dx; é omitido, e tome w = f e dn = Afdxy A
<o ANdxy,]
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Provas

Prova 1 — 15/04/2025

Questao 1 (3 pontos).

(a) Marque verdadeiro (V) ou falso (F). Nao precisa justificar.

(1) (F) A diferenciabilidade de uma fungdo em R™ pode depender da
norma escolhida.

(2) (V) Se f: R? — R admite derivadas parciais em todos os pontos,

, . ~ - 9
mas é descontinua, entdo pelo menos uma das duas funcoes 8%

ou gL ¢ ilimitada.

(3) (F) Duas fungoes de classe C*° com mesmos polindémios de Taylor
de ordem k£ num ponto p, para todo k£ > 0, sdo iguais numa
vizinhanca de p.

(4) (V) Se f: R* = R ¢ uma funcdo de classe C2 e p € R* é um
ponto critico de f tal que det H f(p) < 0, entado p é um ponto de
sela de f.

(5) (F) Se F': R?* — R3 é uma aplicacio bijetiva e diferencidvel em
p € R3, é uma consequéncia da regra da cadeia que a inversa F~!
é diferencidvel em q = F(p) e satisfaz JF~1(q) = JF(p)~'.

(b) Considere a funcio f: R? — R definida por f(z,y, 2) = z+y? + etz

(i) Justifique rapidamente que f é de classe C° e calcule a férmula
de Taylor infinitesimal de ordem 3 de f na origem.

(ii) Calcule o gradiente Vf(0) e a matriz hessiana H f(0) de f na
origem. Determine se a origem é um extremo local de f.

Solugdo de (a). Breves justificativas (ndo exigidas na prova):

(1) Falso: todas as normas em R" sdo equivalentes, logo a condicdo r(v) =
o(||v]|) ndo depende da norma.

(2) Verdadeiro: se ‘%‘ < Me ‘% < M, o teorema do valor médio em
uma variavel da

[f(@,y) = f(xo, yo)| < [f(2,y) = Flzo, y)[ + [f (@0, y) — (2o, yo)l

M|z = ol + [y — wol),

e f seria continua.
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(3) Falso: f(z) = e /%" (com f(0) =0) e g =0 tém todos os polindmios
de Taylor nulos em p = 0, mas f # g em qualquer vizinhanca de 0.

(4) Verdadeiro: det H f(p) é o produto dos quatro autovalores de H f(p);
se for negativo, nenhum autovalor é nulo e o nimero de autovalores
negativos é impar (logo 1 ou 3). Assim H f(p) é nao degenerada e
indefinida, e p é ponto de sela.

(5) Falso: F(z,y,2) = (23,y,2) é bijetiva e diferencidvel em p = 0, mas
F~Y(z,y,2) = (£Y/3,y,2) ndo é diferenciavel em ¢ = 0. (A regra da
cadeia s6 d4 a férmula JF~1(q) = JF(p)~! supondo F~! diferencidvel
em q.) O

Solugio de (b). (i) A fungéo f é de classe C* pois é soma e composicao de
funcgoes polinomiais e exponenciais.

Usando que e! = 1+t+ % + % +0(t3) quando t — 0, e que todo mondmio
em x,y,z de grau > 4 ¢é o(||(z,vy, 2)||*), obtemos

2_ 2 2_ 3

f(w,y,z)=z+y2+<1+(x2_z)+(w 22) Iy 62)
+ 0((m2 — 2)3))

=14+z+y +5—ZL‘ Z_€+O(H(x,y,z)|| ).

Note que os termos z e —z se cancelam, e que (v2 — 2)? = 22 — 2222 + 24

e (22 — 2)3 = —23 + (termos de grau > 4). Pela unicidade da férmula de
Taylor infinitesimal, esta é a férmula de Taylor de ordem 3 de f na origem.

(ii) Se v = (,y, z), o polinémio de Taylor de ordem 2 de f em 0 é
1
7(0) + (VF(0),0) + 5 (HF(O)v,v)

Comparando com o item (i), cujos termos de grau < 2 sdo 1+ x?+y? + %,
obtemos

V£(0) =(0,0,0) e Hf(0) =

O O N
o N O
= o O

Como 0 é ponto critico (Vf(0) = 0) e Hf(0) é definida positiva (autovalores
positivos), a origem é um ponto de minimo local de f. O

Questao 2 (2 pontos). Seja f: R" — R uma fungdo homogénea de
grau 1, isto é, f(tx) = tf(x) para todos t > 0 e z € R™.

(a) Mostre que, se f é diferencidvel em 0, entdao f é um funcional linear.

194



(b) Determine todos os € R para os quais a fungao

77 b 07
FR2SR, foy)={ 2rg o S0
0, (z,y) =0,

é diferenciavel em 0.

Solugao. (a) Note que f(0) = 0, pois f(0) = f(2-0) = 2£(0). Seja £ = df(0).
Por defini¢ao de diferenciabilidade,

fo) =tv+o(|v]]),  v—0.
Seja p € R™. Para h > 0, usando a homogeneidade e a linearidade de ¢,

hf(p) = f(hp) = £(hp) + o(||hp]) = hl(p) + o(h), ~ h—07.

Dividindo por h, obtemos f(p) = ¢(p) + @, onde @ — 0 quando h — 0.

Como f(p) e (p) nao dependem de h, fazendo h — 0T concluimos que
f(p) = £4(p). Isto é, f = ¢ é um funcional linear.

(b) A funcédo f é homogénea de grau 1: f(0) =0e, se (z,y) #0et >0,

(t2)* + Blta)(ty)?
@2+ e Y

[(tw,ty) =

Pelo item (a) (e como todo funcional linear é diferenciével), f é diferenciavel
em 0 se, e somente se, existem A, u € R tais que f(x,y) = A\x + uy, isto é,

23 4 Bry® = O+ py) (2 + ) = A + day? + pa’y + py®

para todo (z,y) € R? (a igualdade para (z,y) # 0 implica a igualdade em
todo R2, por continuidade). Comparando coeficientes:

1=A=8, pu=0.
Logo, f é diferencidvel em 0 se, e somente se, § =1 (e nesse caso f(z,y) =
x). O
Questdo 3 (3 pontos). Seja U = {(z,y) € R? : 2,y > 0} e fixe p,q¢ > 0
tais que % + % = 1. Seja

p q
f:U =R, f(a:,y):x——i-y—.
p q

(a) Explique por que, para todo ¢t > 0, a restricao de f & hipérbole zy =t
possui um ponto de minimo global. Denote-o por (z, y).
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(b) Utilizando multiplicadores de Lagrange, mostre que z} = y.

(¢) Mostre que f(x¢,y:) =t e conclua que xy < %p+% para todos x,y > 0.
Solugio. (a) A hipérbole
H={(z,y) €U :axy=t} ={(z,y) eR?: 2 >0, zy =1t}

¢ um subconjunto fechado e ilimitado de R?. A funcdo f é continua e
f(z,y) = 400 quando ||(z,y)|| — oo em H; (pois entdo z — 0o ou y — oo,
e p,qg > 0). Segue do lema visto em aula (sobre fung¢des continuas em
fechados ilimitados que tendem a +oo no infinito) que f|z, tem um minimo
global.

(b) Seja g(z,y) = zy — t, de modo que H; = {g = 0} N U. Como
dg = ydr + xdy # 0 em H; (pois z,y > 0), H; é uma curva de classe C*
e podemos aplicar o teorema do multiplicador de Lagrange: o ponto (x¢, y)
satisfaz, para algum A € R,

{df:)\dg . {xf_ldx+yf_ldy:/\(ytdx+aztdy)

g=20 riyy —t =10
517{5)71 = Ayt
= {ylh =y
ey = t.

Multiplicando a primeira equacao por x; e a segunda por ¥;, obtemos
¥ = Azpyr = M, Yl = e = AL

Logo, z¥ = yi.

(c¢) Usando o item (b) e % + % =1,
oyl 1 1
f(xt,yt):*t+yft=:vf (—i—) =¥
p q p q
p q

141 1 1
= (2})v "0 = xy (2]) 7 = 20 (y)7 = v = .

Dados z,y > 0, seja t = zy. Entdo (x,y) € H; e, pela minimalidade de
(fﬁt,yt),

vy=t= f(zve,y) < flz,y) = — + =.
p q
Se z = 0 ou y = 0, a desigualdade ¢é imediata, pois zy = 0 < %p + %. O
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Questao 4 (3 pontos). Seja U C R™ um aberto e F: U — R™ uma
aplicagao.

(a) Relembre a definigdo de diferenciabilidade de F' em um ponto p € U
e a definigdo de norma de operador ||L|| de uma transformagao linear
L:R" — R™.

(b) Suponha que F' seja diferenciavel em p. Mostre que, para todo & > 0,
existe uma vizinhanca V' de p tal que

1F(z) = F(p)I < (IDF ()| + &)= = pll
para todo x € V.
(c) Admita a seguinte desigualdade do valor médio para aplicagoes:

Se F' € diferencidavel em todo ponto de um subconjunto con-
vero K CU e C > 0 é uma constante tal que | DF (z)|| < C
para todo x € K, entdo

[1F(x) = F(y)ll < Cllz —y|
para todos x,y € K.

Suponha que F' seja de classe C' em U. Mostre que, dados p € U e
€ > 0, existe uma vizinhanca V de p tal que

1#(z) = F(y)l| < (IDE®)I + &)z -y

para todos z,y € V.

Solugao. (a) F é diferenciavel em p € U se existe uma transformagao linear
L:R™ — R™ tal que

F(p+v) =F(p)+ Lv+o([o]),  v—0.
Tal L é tnica e denotada por DF(p). A norma de operador de L é

Lv
20 =sup {150 B 03} = suplzeil v e R ol =13

(b) Escreva F(x) = F(p)+DF(p)(z—p)+r(x). Por definigao, ”;(_x])?H — 0
quando x — p. Logo, dado € > 0, existe uma vizinhanca V' C U de p tal que
|lr(z)]| < el|lz—p|| para todo = € V (para x = p isso é trivial, pois r(p) = 0).

Portanto, para todo x € V,

[1F(z) = F(p)|| = IDE(p)(z — p) +r(2)|| < [DF(p)(x = p)|| + [[r(@)]]
< IDE(p)lllz = pll +€llz — pll = (IDF ()]l + &)l|= — pl|-
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(c) Pela continuidade de DF em p, existe uma vizinhan¢a V' C U de p
tal que ||DF(z) — DF(p)|| < € para todo = € V. Em particular,

IDE ()| < [DE(@)I| + | DF(x) = DE()[| < [[DF(p)|l + ¢

para todo x € V. Reduzindo V, se necessario, podemos supor que V ¢é
convexo (por exemplo, uma bola centrada em p). O resultado segue en-
tdo imediatamente da desigualdade do valor médio, aplicada a K = V e
C =||DF(p)|| +e. O
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Prova 2 — 03/07/2025

Questao 1 (3 pontos).

(a)

(b)

Marque verdadeiro (V) ou falso (F). Nao precisa justificar.

(1) (F) Uma aplicagdo suave F': R" — R cuja derivada tem posto
r em um ponto p € R™ é, a menos de difeomorfismos, da forma
(x1,...,2n) — (z1,...,2,,0,...,0) em uma vizinhanca de p.

(2) (F) Se U CR™ é um aberto e F': U — R™ é uma imersao suave
em todo ponto de U, entdo a imagem F'(U) é uma variedade de
dimensao n.

(3) (V) Se M é uma n-variedade com bordo, entdo o bordo dM é
uma (n — 1)-variedade sem bordo.

(4) (V) Nao existe uma aplicacio suave injetiva [': R2025 — R2024,

(5) (V) Se w é uma 2-forma exata e n é uma 3-forma fechada, entao
w A n é uma 5-forma exata.
Considere a aplicacdo F': R? — R? definida por
F(z,y) = (2 =y, 2ay).

(i) Calcule a matriz jacobiana de F em todo ponto de R? e mostre
que F induz um difeomorfismo local de R?\ {0} sobre si mesmo.

(ii) Calcule o pullback F*df, onde
zdy —ydz

df =
9:2+y2

Solugdo de (a). Breves justificativas (nao exigidas na prova):

(1)

(2)

(3)

(4)

Falso: o teorema do posto exige posto constante igual a r em uma
vizinhanca de p. Por exemplo, F: R — R, F(z) = 22, tem derivada
de posto 0 em p = 0, mas ndao é constante em nenhuma vizinhanca
de 0 (e o posto ndo é constante perto de 0).

Falso: a imersdo F: (0,27) — R2, F(t) = (sen2t,sent), tem como
imagem uma “figura oito”, que nao é uma variedade perto da origem.

Verdadeiro (visto em aula): localmente, o bordo 9M corresponde a
OH™ = R~ 1,

Verdadeiro: seja p um ponto onde o posto de DF'(p) é maximo, diga-
mos r < 2024 < 2025. Como o posto é semicontinuo inferiormente,
DF tem posto constante r numa vizinhanca de p, e pelo teorema do
posto F' é localmente da forma (x1,...,20925) — (z1,...,2,,0,...,0),
que nao é injetiva.
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(5) Verdadeiro: se w =da e dn =0, entdo d(a An) =daAn—aAdy=
wAn. O

Solugio de (b)(i). Temos

20 2y

_ _ 2 2
JF(z,y) = <2y 2x>, det JF(z,y) = 4(2” + y°).

Se (z,y) # (0,0), entdo det JF(z,y) # 0; logo, pelo teorema da fungao
inversa, F'gz\ {0y ¢ um difeomorfismo local.

Resta ver que F(R?\ {0}) = R?\ {0}. Em coordenadas polares,
F(rcosf,rsenf) = (r? cos 260, % sen 26),

e isto é igual a (scosp,ssenyp), com s > 0, se, e somente se, r = /s e
0 = 1o+ km, k € Z. Isto mostra que F(R?\ {0}) = R?\ {0}. O

Solugdo de (b)(it). Calculo direto:

(2° - y*) d(2zy) — (22y) d(z® — y?)
(2% —y?)* + (2zy)?
(22 —y?) 2(x dy + y dx) — 22y (2x dx — 2y dy)

F*df =

(22 + y2)2
(223 — 2xy? + 4ay?) dy + (22%y — 2y — 422%y) dx
= (22 + y2)2
_ 2z(2? +y?) dy — 2y(a? +y?) do
= (22 + 42)2

=2d6.

Também é possivel notar que a conta é trivial em coordenadas polares, pois
F age da forma (r,0) — (r2,26). O

Questao 2 (3 pontos).

(a) Enuncie o teorema da fungdo implicita.

(b) Mostre que o sistema de equagoes

{w2+2m2+y2—22—6:0

wxy —xyz =0

pode ser resolvido em termos de w = w(y,2) e x = x(y,z) numa
vizinhanga do ponto (z,y, z,w) = (1,2,1,1).
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(c) Calcule as derivadas parciais de w e de x com relagdo a y neste ponto.

Solugio de (a). Seja U C R"™ x R™ um aberto, com coordenadas (z,y) =
(T1, .oy Ty Y1y - -, Ym), € G: U — R™ de classe C¥ (k > 1). Se (p,q) €U é
tal que G(p,q) =0e

0G;
det (8 -(p, q)) #0,
Yi 1<i,j<m

X

entdo existem uma vizinhanga V x W C U de (p,q) e uma aplicacdo
F:V — R™ de classe C* tais que, se (z,y) € V x W, entdo

G(z,y) =0 <= y = F(x). O
Solugio de (b). Seja
G:R* - R?, (2,9, 2,w) = (W + 222 +y* — 2% — 6, wry — vY2).

Note que G(1,2,1,1) = (0,0). Basta verificar a hipdtese do teorema da
funcdo implicita para as variaveis (z,w):

o (T Y 4 2w
G2  9G2 ylw—2) ay]’

ox ow
Logo,

det M(1,2,1,1) = det (3 ;) =8+#0. O

Solugdo de (c¢). Supondo x = z(y,z), w = w(y, z) e derivando implicita-
mente com relagio a y:

{Qw%l;—i—élx%”j—i-Qy:O,

my%+wy%+wx—yzg—;—xz:0.
Avaliando em p = (1,2,1,1):

250 () + 45 () +4=0,
2%9(p)+2%E () +1-255(p) —1 =0,

ou seja, %(p) =0e g—;(p):—l. O
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Questao 3 (3 pontos).

(a) Seja R > 0. Mostre que a esfera Sgp = {x € R" : ||z|| = R} é uma
variedade suave de dimensao n—1 e calcule os espagos tangentes T,Sr
em todo p € Sg.

(b) Seja M uma variedade suave conexa e f: M — R uma funcdo suave
tal que, para todo p € M, o funcional linear df (p): T, M — R se anula.
Mostre que f é constante.

(c) Sejan >2e f: R" — R uma fungao suave. Mostre que, se existe uma
fungao ¢g: R"\{0} — R tal que V f(z) = g(x) x para todo =z € R™ \ {0},
entdo f é constante em S para todo R > 0. [Vocé pode supor conhe-
cido, sem demonstragio, que Sg é conexa.|

Solugdo de (a). Temos S = g'(0), onde
gr: R" - R, T i+ 22 - R

Como 0 é um valor regular de g (pois dgr(p) = 2(p1dx1+- -+ pndx,) =0
se, e somente se, p = 0, e 0 ¢ Sg) e gr é C*°, segue de um teorema visto
em aula que Sk é uma variedade C'°*° de dimensaon — 1 e

TpSr = Kerdgr(p) = {v € R" : (v, p) = 0}. -

Solugdo de (b). Sejad = dim M. Se ¢: V C R? — M é uma parametrizacio
local de M com V convexo (o que sempre podemos supor, restringindo ¢ a
uma bola), entdo, pela regra da cadeia,

d(foy)(x) =df(p(x)) o Dp(x) =0 para todo z € V.

Logo, a fungdo C*° f o ¢ é constante em V (visto em aula) e, portanto, f é
constante em ¢(V'). Como podemos cobrir M por imagens de parametriza-
¢oes locais, isto mostra que f é localmente constante. Como M é conexa, f
é constante. O

Solugdo de (c). Por hipétese,

df (z)v = (V [f(x),v) = g(x) (v, z)

para todo z € R" \ {0} e v € R". Se p € Sg e v € T,,SR, segue do item (a)
que
d(flsz)(p) v = df (p) v = g(p) {v,p) = 0.

Logo, d(f|sz) = 0 e, como Sk é conexa, segue do item (b) que fls, ¢é
constante. O
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Questao 4 (2 pontos). Seja
M ={(z,y,2) €ER¥: ' 44> + 2% =1, > 0}.

(a) Mostre que M é uma variedade suave com bordo compacta e determine
oM.

(b) Use o teorema de Stokes para calcular [;, dyAdz, a menos de um sinal.

Solucdo de (a). O conjunto N = {(x,y,2) € R® : 2% +y? + 22 = 1} é uma
variedade suave (sem bordo) de dimenséo 2, pois 1 é um valor regular de
h(z,y,z) = z* +y? + 2% de fato,

dh = 423 dx + 2ydy +22dz =0 < (x,y,2) = (0,0,0),

e (0,0,0) ¢ N.

Seja g: N — R, g(z,y,z) = z. Entdo 0 é um valor regular de g¢:
sep € Neglp =0, isto é, p = (0,9,2) com y?> + 22 = 1, entdo
T,N = {v € R® : yvy + zv3 = 0} contém e; = (1,0,0), logo dg(p) = dz|r,n
nio se anula. Além disso, M = g~1([0,0)). Por um teorema visto em aula,
M é uma variedade suave com bordo de dimensao 2, com

OM =g '(0) = {(0,y,2) eR*: y? + 2* = 1}

(difeomorfo a St).

Note que M C R3 ¢ fechado e limitado (pois z* + y? 4 22 = 1 implica
||, lyl, |z] < 1); logo, M é compacto. O

Solugio de (b). Note que dy A dz = d(ydz). Pelo teorema de Stokes,

/dy/\dz:/ d(ydz):/ ydz.
M M oM

Parametrizando OM menos um ponto por ¢(t) = (0,cost,sent), ¢t € (0,2mx),
temos (por um resultado visto em aula)

27 27 2
/ ydz:j:/ go*(ydz)z:l:/ costd(sent)z:l:/ cos®tdt = +.
oM 0 0 0

Observagao. Pode-se verificar que ¢ é positiva (para a orientagao de M
dada abaixo), e portanto [y,,ydz = +m:

(i) Forma de orientacdo em M:
w=423dy Adz — 2ydz A dz + 2zdz A dy,

isto é, w(p)(u,v) = det(Vh(p),u,v).
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(ii) Se p = (0,cost,sent) € IM, entao 7i(p) = (—1,0,0) € T,M é o vetor
unitario ortogonal a 9M que aponta para fora (pois M é dada por
x = 0).

(iii) Logo,

0 -1 0
w(p)(ii(p),¢'(t)) = det [ 2cost 0 —sent | =2>0. O
2sent 0  cost
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