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Definicao

Um nidmero n € Z é chamado congruente se é a drea de algum
tridngulo retangulo com lados racionais.
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Exemplos de nimeros congruentes

Os primeiros exemplos de niimeros congruentes descobertos foram:

® Menor n com lados inteiros; ® Menor nliimero congruente;

Nlw

20

Ambos podem ser verificados com uma conta simples.
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Exemplos de nimeros congruentes

= Mas as coisas podem ficar dificeis rapidamente.

224403517704336969924557513090674863160948472041
8912332268928859588025535178967163570016480830

6803298487826435051217540 ’ ; AAAAAAAAAAAAAIAAAAIR
411340519227716149383203 [~ - o i iiiiiiiill

411340519227716149383203
21666555693714761309610

Este exemplo foi computado por D. Zagier em 1990.
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Um ndmero nao congruente

Exemplo (Fermat, 1640)

1 ndo é um nlmero congruente.

m Provado por Fermat utilizando o que foi posteriormente
chamado de método da descida infinita.
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Um ndmero nao congruente

Exemplo (Fermat, 1640)

1 ndo é um nlmero congruente.

m Provado por Fermat utilizando o que foi posteriormente
chamado de método da descida infinita.
Ideia: Segue por contradic3o.
Se 1 é congruente, entdo existe um tridngulo retangulo com
lados inteiros cuja a drea é um quadrado perfeito.

bl&—\bz DN
dai

an dan
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Reformulando o problema

O problema dos nimeros congruentes pode ser reformulado como
a busca por solucgdes racionais das equacgdes

ab
P2+b=c% e ?zn, neN.
Seja ¢ = t + a. Entio, a equagdo a® + b? = (t + a)? implica:
2at = b? — t%.

. 2n - 3
Substituindo a = 5 e multiplicando ambos os lados por =t
obtemos: 5

4n* ([ bn n?bn
2\t t
- 2n? b .
Agora, definindo y = % ex= Tn obtemos a curva eliptica:

E,:y?=x3—nx.
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Reformulando o problema

Problema dos niimeros congruentes |
J
A busca por solugdes racionais das equagdes

ab _

2, 12 _ 2
b:
a4+ ce2

n, néeN.

Dessa maneira, podemos reformular o problema por:

Problema de Curvas elipticas ]

Se n é congruente, entdo existe um ponto racional (x,y) e
y # 0 sob a curva eliptica

E,:y?=x3—nx.
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Reformulando o problema

Proposicao

Para n > 0, existe uma correspondéncia biunivoca entre os
seguintes dois conjuntos:

{(a,bc):a®+b*=c? 2 =n}+ {(xy):y =x>—n’x, y #0}.

As correspondéncias inversas entre esses conjuntos sdo dadas por:

nb 2n? x2—n? 2nx x%2 4 n?
(a7 b? C) '_) bl ) (X7 .y) '_) b b .
c—a c—a y y y

|zabella Calais Fernandes Nudmeros congruente e a Conjectura BSD 19 de Agosto de 2025 7/17



Curvas Elipticas

Definicao

De maneira geral, uma curva eliptica complexa é uma curva
algébrica plana determinada por uma equacgdo da forma

E:y>=x34+ax+b, comabeQeA=4a+27h>#£0.
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Curvas Elipticas

Definicao

De maneira geral, uma curva eliptica complexa é uma curva
algébrica plana determinada por uma equacgdo da forma

E:y>?=x3+ax+b, comabeQeA =4a°+27b%#0.

= A lei de grupo da curva:
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Curvas Elipticas

Definicao

De maneira geral, uma curva eliptica complexa é uma curva
algébrica plana determinada por uma equacgdo da forma

E:y>?=x3+ax+b, comabeQeA =4a°+27b%#0.

= A lei de grupo da curva: o

&
p+o\
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Re-reformulando o problema

Teorema (Mordell, 1922)

Seja E uma curva eliptica complexa. Ent3o, o conjunto E(Q) dos
pontos racionais de E, com a operacao de soma de pontos, é um
grupo abeliano finitamente gerado. Isto é,

E(Q) = E(Q)tor 5> er

onde E(Q)tor € 0 subgrupo finito dos pontos de tor¢do de E(Q) e
r > 0 é chamado de posto da curva eliptica.
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Re-reformulando o problema

Teorema (Mordell, 1922)

Seja E uma curva eliptica complexa. Ent3o, o conjunto E(Q) dos
pontos racionais de E, com a operacao de soma de pontos, é um
grupo abeliano finitamente gerado. Isto é,

E(Q) = E(Q)tor 5> er

onde E(Q)tor € 0 subgrupo finito dos pontos de tor¢do de E(Q) e
r > 0 é chamado de posto da curva eliptica.

Proposicao

n é um nimero congruente se, e somente se, E,(Q) tem posto

r # 0.
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As dificuldades do pos

m A decomposicio via o Teorema de Mordell é uma tarefa dificil
e computacionalmente custosa.

m Dificuldade algébrica: a estrutura do grupo.

m Dificuldade computacional: Dada uma curva eliptica
y? = x3 + bx é necessario estudar os divisores de b.

m Podemos encontrar curvas de posto 0, 1, 2, 3 ou 4 de maneira
relativamente facil.

m Encontrar curvas de posto muito grande é dificil. Ainda é uma
questao em aberto se existem curvas de posto arbitrariamente
grande.
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Exemplificando a dificuldade do posto

Até 2015, para curvas y2 = x3 4 bx, o maior posto conhecido era
14, associado a curva:

y2 =x3+ 402599774387690701016910427272483x,
onde
b=32.7-11-17-19-23-37-59-71-73-97-127-139-151-263-313-443-733.

Exemplo creditado a Mark Watkins.
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Até 2015, para curvas y2 = x3 4 bx, o maior posto conhecido era
14, associado a curva:

y? = x3 + 402599774387690701016910427272483x,
onde
b=32.7-11-17-19-23.37-59-71.73-97-127-139-151-263-313-443-733.
Exemplo creditado a Mark Watkins.
Em 2006, Noam Elkies construiu uma curva de posto 28:
Vorxy+y=x>—x2+bx+c,
onde

b = —20067762415575526585033208209338542750930230312178956502
¢ = 34481611795030556467032985690390720374855944359319180361266
008296291939448732243429.
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Um novo recorde

Uma curva eliptica que tem no minimo posto 29.

NEW RANK RECORDS FOR ELLIPTIC CURVES HAVING RATIONAL
TORSION

NOAM D. ELKIES AND ZEV KLAGSBRUN

AbsTRACT. We present rank-record breaking elliptic curves having torsion subgroups Z/27, 7,/37,
7/4Z, 7,/6Z, and Z/TZ.

Figura: Artigo de 2024, N. ELKIES e Z. KLAGSBRUN
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Conjectura BSD

Funcdo L-Hasse-Weil

Seja s € C, definimos a funcio L-Hasse-Weil por

L(E,S) _ C(S)C(S — 1)

[T, Z(E/Fpi p)
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Conjectura BSD

Funcdo L-Hasse-Weil

Seja s € C, definimos a funcio L-Hasse-Weil por

¢(s)¢(s = 1)

HE ) =11 Z(E/F, o)

Conjectura (Birch e Swinnerton-Dyer)

Seja E uma curva eliptica definida sobre Q, e seja L(E,s) a
funcdo L de Hasse-Weil. Entao,

ord L(E,s) =r.
s=1

= E um dos Problemas do Milénio estabelecido pelo Clay
Mathematics Institute.
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E os nimeros congruentes?

Teorema (Tunnell, 1983)

SejaneN.

m Se n é impar, defina:
A=#{(xy,2) € Z>: n=2x> + y* + 82°},
B=4#{(x,y,z) € Z>: n=2x* + y* + 322%} .

m Se n é par, defina:
C=#{(x,y,z)€Z3:

D= #{(x,y,z) e73:
Sendo assim,

= 4x> 4+ y? +8z2},
=4x* +y* +322°}.

NS NIS

m Se n é um ndmero congruente, ent3o:

se n é impar, entdo A =2B, se n é par, entdo C = 2D.
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E os nimeros congruentes?

Teorema (Tunnell, 1983)

SejaneN.

m Se n é impar, defina:
A=#{(xy,2) € Z>: n=2x> + y* + 82°},
B=4#{(x,y,z) € Z>: n=2x* + y* + 322%} .

m Se n é par, defina:
C=#{(x,y,z)€Z3:

D= #{(x,y,z) e73:
Sendo assim,

= 4x> 4+ y? +8z2},
=4x* +y* +322°}.

NS NIS

m Se n é um ndmero congruente, ent3o:

se n é impar, entdo A =2B, se n é par, entdo C = 2D.

m E condicional a conjectura BSD.
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Exemplos da aplicacao

Exemplo

Para n =1 e n = 3, temos que o niimero de solugdes inteiras
positivas das equagdes que definem os conjuntos Ae B é 2 em
ambos os casos, ou seja, A= B = 2.

Dessa maneira como a condicdo A = 2B nao é satisfeita, pelo
critério de Tunnell, podemos concluir que n =1 e n = 3 n3o sdo
nimeros congruentes.

Exemplo (Aplicagdo da volta do teorema de Tunnell)

Queremos mostrar que todo inteiro positivo livre de quadrados
com n=5,6,7 (mod 8) é um nimero congruente (assumindo a
forma fraca da conjectura de Birch e Swinnerton-Dyer).
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A volta do teorema de Tunnell

Exemplo (Aplicagdo da volta do teorema de Tunnell)

Segundo o teorema de Tunnell:
m Se n=5o0u7 (mod 8), devemos verificar se A= 2B;

m Se n=6 (mod 8), devemos verificar se C = 2D.

i) No primeiro caso, observamos que n3o existem solug¢des
inteiras (x, y) para a congruéncia x* +2y? =5 (mod 8) nem
para x> +2y? =7 (mod 8). Isso implica que A=B =0, e
portanto A= 2B = 0.

ii) No segundo caso, para n =6 (mod 8), temos § =3 (mod 4).
Mas, como nio existe x € Z tal que x> =3 (mod 4),
concluimos que também n3o ha solugdes para as equagdes que
definem C e D. Logo, C =D =0, e temos C = 2D.
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