Beabd de categorias

Tiago J. Fonseca

tfonseca@unicamp.br

Abril de 2024

A teoria de categorias lida com diferentes estruturas matematicas (catego-
rias), as relagoes entre elas (funtores) e as relagbes entre as relagoes entre elas
(transformagdes naturais).

1 Categorias

Definigao 1.1. Uma categoria C consiste em
e Uma classeﬂ Ob(C) de objetos,
e para cada par de objetos X,Y, uma classe Homg(X,Y') de morfismos,
e para cada objeto X, um morfismo identidade idx € Home (X, X),

e para cada terna de objetos X,Y, Z, uma operacao binaria de composi¢cao
de morfismos

Homeg (Y, Z) x Home(X,Y) — Home (X, Z), (9:f)—rgof

tais que

e a composi¢do de morfismos é associativa: se f € Homg(X,Y), g €
Hom¢ (Y, Z) e h € Home(Z, W), entéo

ho(gof)=(hog)of,
e se f € Home(X,Y), entao

foidx = f =idy of.

LA nocéo de classe é mais primitiva que a nogéo de conjunto. Podemos considerar a “classe
de todos os conjuntos” ou a “classe de todos os grupos”. Veja https://drive.google.com/
file/d/1aQ5UL57nxb2Sm6r9ASVFkSr3Qk6NLauV/view.
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Dizemos que f € Home(X,Y) é um isomorfismo se existe f~* € Home (Y, X)
tal que

f_lonidX e fof_IZidy.
Se existe um isomorfismo entre dois objetos X e Y, dizemos que X e Y sdo
isomorfos.

Representamos um morfismo f € Home(X,Y') por uma flecha

f:X>Y ou x4y

Note porém que morfismos ndo sao necessariamente funcoes.

Observagdo 1.2. As notagdes Home(X,Y) = home(X,Y) = Mor¢(X,Y) =
C(X,Y) também sdo usadas na literatura.

Exemplo 1.3. Nas categorias abaixo, morfismos sao fungées com alguma pro-
priedade adicional. As nogoes de composicao e de identidade sao as usuais.

1. Na categoria dos conjuntos, Set, os objetos sao conjuntos e os morfismos
sao funcoes.

2. Na categoria dos grupos, Grp, os objetos sao grupos e os morfismos sao
homomorfismos de grupos.

3. Na categoria dos espacos topolégicos, Top, os objetos sao espagos to-
poldgicos e os morfismos sao fungdes continuas.

Note que usamos implicitamente que composicao de homomorfismos de grupos
(resp. fungdes continuas) é ainda um homomorfismo de grupos (resp. funcao
continua) e que a identidade é um homomorfismo de grupos (resp. uma fungao
continua). Na categoria de conjuntos, um isomorfismo é o mesmo que uma
bijecao. Na categoria de grupos, um isomorfismo é o mesmo que um isomorfismo
de grupos. Na categoria de espacos topoldgicos, um isomorfismo é o mesmo que
um homeomorfismo.

Exemplo 1.4. Seja (X, <) um conjunto parcialmente ordenado. Podemos for-
mar uma categoria C' tal que Ob(C) = X e existe uma flecha x — y se e somente
se x < y. Assim, as classes Homg (x, y) s@o vazias ou unitérias.

Exercicio 1.5. No exemplo acima, interprete de maneira categdérica as propri-
edades de reflexividade, transitividade e anti-simetria de <.

Definicao 1.6. Dizemos que uma categoria S é uma subcategoria de uma
categoria C' se Ob(S) é uma subclasse de Ob(C') e Homg(X,Y) é uma sub-
classe de Hom¢ (X, Y) para todos objetos X,Y de S, de maneira que os mor-
fismos identidade e as operagoes de composicao em S e em C coincidam. Se
Homg(X,Y) = Home(X,Y) para todos objetos X, Y de S, entdo dizemos que
S é uma subcategoria plena de C.

Exemplo 1.7. A categoria Ab dos grupos abelianos é uma subcategoria plena
de Grp.



Definigao 1.8. Seja C uma categoria. A categoria oposta C°P tem como objetos
os mesmos objetos de C, mas o sentido das flechas é invertido: Homeer (X,Y) =
Hom¢ (Y, X), para todos objetos X,Y.

Exercicio 1.9. Mostre que C°P é de fato uma categoria e que (C°P)°P = C.

Observagao 1.10 (Para os fundamentalistas). Muitos matemdticos simplesmente
ignoram as complicacoes decorrentes do uso de classes proprias na teoria de
categorias. Dependendo do contexto, os mais cuidadosos podem se restrin-
gir ao uso de categorias pequenas (C' é uma categoria pequena se as clas-
ses Ob(C) e Hom¢(X,Y) sdo conjuntos para todos X,Y € Ob(C)) ou ape-
nas localmente pequenas (C' é uma categoria localmente pequena se as classes
Home (X, Y) so conjuntos para todos X, Y € Ob(C)). Note que as categorias
Set, Top e Grp nao sao pequenas mas sao localmente pequenas. Um recurso
para “forcar” o uso de categorias pequenas em uma determinada teoria é o
conceito de universo de Grothendieck (vejahttps://en.wikipedia.org/wiki/
Grothendieck_universe).

2 Diagramas e propriedades universais

E 1til representar um conjunto de morfismos entre diferentes objetos através de
um diagrama na categoria C, isto é, um grafo dirigido cujos vértices sdo objetos
de C' e cujas arestas s@o morfismos. Por exemplo,

x I vy

N

Dizemos que um diagrama comuta, ou € comutativo, se as composicoes das
flechas de quaisquer dois caminhos no diagrama com mesmos vértices inicial e
final coincidem. No exemplo acima, o diagrama comuta se e somente se gof = h.

Uma propriedade universal é uma propriedade que caracteriza de maneira
Unica, possivelmente a menos de isomorfismo, o resultado de alguma construgao
numa determinada categoria.

Exemplo 2.1 (Grupo quociente). Seja G um grupo e N um subgrupo normal.
O grupo quociente de G por N, é um grupo G/N munido de um morfismo de
grupos m : G — G/N satisfazendo a seguinte propriedade universal: para todo
grupo H e todo morfismo de grupos f : G — H tal que N C ker(f), existe um
tinico morfismo de grupos f : G/N — H tal que o seguinte diagrama comuta:

¢ .m

| A

G/N
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Esta é a propriedade universal do grupo quociente. Se G’ é um outro grupo mu-
nido de um morfismo 7’ : G — G’ satisfazendo a mesma propriedade universal,
entao temos diagramas comutativos

’

G G -5 G/N
Wl % ’Tl %
G/N Ied

Os morfismos 7 e 7/ sdo inversos um do outro — em particular, G/N e G’ sao
isomorfos. Para ver isto, note que a unicidade da propriedade universal para
(H =G/N e f =) aplicada ao diagrama comutativo

garante que 7o 7 = idg /N; demonstramos similarmente que 7 o7 = ide
invertendo os papéis de G/N e G’ no argumento acima.

No exemplo anterior, a propriedade universal do grupo quociente pode ser
usada para definir o grupo quociente sem precisar construi-lo. Isto nao garante
a existéncia de um grupo satisfazendo estas propriedades, apenas o caracteriza
de maneira dnica a menos de isomorfismo (caso ele exista). Na filosofia da
teoria de categorias, sempre que possivel, buscamos definir o resultado de uma
construgao através de alguma propriedade universal. A existéncia de objetos e
morfismos satisfazendo esta propriedade numa determinada categoria C' é um
problema a parte, que pode ser resolvido com uma construgao ad-hoc.

Exemplo 2.2 (Produto). Seja C' uma categoria e sejam X, Y objetos de C. O
produto de X por Y é um objeto X X Y munido de morfismos p: X XY — X e
q: X XY — Y satisfazendo a seguinte propriedade universal: para todo objeto
Z munido de morfismos f : Z — X e g : Z — Y, existe um tnico morfismo
(f,9) : Z = X xY que torna o diagrama

7 f

comutativo (isto é po (f,9) = f e qo (f,g9) = g).



Observagao 2.3. Os morfismos p e g, ditos de projecdo, fazem parte da definigao
do produto. Em outras palavras, devemos pensar o produto ndo como um objeto
X XY, mas como um diagrama

XxYy Lo x

|

Y

O mesmo comentario se aplica ao Exemplo o morfismo 7 : G — G/N faz
parte da definicao do grupo quociente.

Exercicio 2.4. Mostre que:
1. O produto, se existir, é tinico a menos de isomorfismo.

2. O produto cartesiano de dois espagos topoldgicos, munido da topologia
produto, com as projecoes naturais na primeira e segunda coordenada, é
um produto na categoria Top.

Dé um exemplo de uma categoria C associada a um conjunto parcialmente
ordenado (X, <) (Exemplo[1.4)) e de objetos z,y € X tais que o produto = X y
nao existe

Exemplo 2.5 (Coproduto). Seja C' uma categoria e sejam X,Y objetos de C'.
O coproduto de X e Y é um objeto X LIY munido de morfismos i : X — XUY e
j:Y — X UY satisfazendo a seguinte propriedade universal: para todo objeto
Z munido de morfismos f : X — Z e g: Y — Z, existe um tnico morfismo
fUg: XUY — Z que torna o diagrama

comutativo (isto é (fUg)oi=fe (fUg)oj=yg).
Exercicio 2.6. Mostre que:

1. O coproduto de dois conjuntos, na categoria Set, é isomorfo & uniao dis-
junta.

2. O coproduto de dois grupos, na categoria Grp, é isomorfo ao produto livre.

3. O coproduto de dois grupos abelianos, na categoria Ab, é isomorfo a soma
direta.



Observagao 2.7. Podemos ver Ab como subcategoria plena de Grp e Grp como
subcategoria de Set. Note porém que o coproduto é diferente em cada uma
dessas categorias.

Exercicio 2.8. Seja C' uma categoria. Um objeto X de C' é dito inicial (resp.
terminal) se satisfaz a propriedade universal seguinte: para todo objeto Y de
C, existe um dnico morfismo X — Y (resp. Y — X). Mostre que:

1. Objetos iniciais e terminais sao unicos a menos de isomorfismo.

2. Na categoria Top, o espago vazio ) é um objeto inicial, e todo espaco
topoldgico unitario é um objeto terminal.

3. Na categoria Ab, o grupo abeliano trivial 0 é um objeto inicial e terminal.

3 Funtores

Definigao 3.1. Sejam C, D categorias. Um funtor de C a D, denotado por
F:C — D, é uma lei que associa

¢ a cada objeto X de C' um objeto F(X) de D,

e acada morfismo f: X — Y em C um morfismo F(f): F(X) — F(Y) em
D,

tal que
e F(idx) = idp(x) para todo objeto X de C,

e F(go f)=F(g)o F(f) para todos morfismos f: X =Y, g:Y — Z em
C.

Um funtor F': C°? — D é dito um funtor contravariante de C' a D.

Observagao 3.2. Um funtor contravariante reverte o sentido das flechas em C.
Se f € Hom¢(X,Y) e g € Home(Y, Z), entao

F(go f)=F(f)e F(g).

Lema 3.3. Se F': C — D ¢é um funtor e f € Hom¢(X,Y) é um isomorfismo,
entao F(f) € Homp(F(X),F(Y)) é um isomorfismo.

Demonstragdo. Seja f~' € Homg (Y, X) o isomorfismo inverso de f. Aplicando
F' nas identidades

foft=idy, flof=1idx
obtemos
F(f)oF(f~") =idpyy,  F(f7Y) o F(f) =idpx),
isto é, F(f~') € Homp(F(Y), F(X)) é um inverso de F(f). O



Exemplo 3.4. Se S é uma subcategoria de C, entao a inclusao i : S — C
é um funtor. Em geral, dada uma categoria C, subclasses Ob(S) C Ob(C) e
Homg(X,Y) C Home(X,Y) para todos X, Y € Ob(S) definem uma subcate-
goria S de C se e somente se S é uma categoria e a inclusao i : S — C é um
funtor.

Exemplo 3.5. Dado um grupo G, a abelianiza¢io de G é o grupo abeliano
G*™ = G/|G,G]. Se f: G — H é um morfismo de grupos, entdao f([G,G]) C
[H, H], e portanto f induz um morfismo de grupos f** : G** — H*". Assim, a
abelianizacao é um funtor

G G*

Grp — Ab, {f — fob

Exemplo 3.6. Seja R-Alg a categoria das R-algebras. A todo espago topolégico
X, podemos associar uma R-algebra C'(X;R) de fungdes continuas de X em R.
Dada uma fungao continua ¢ : X — Y, associamos um morfismo de R-algebras,
dito pullback,

¢ : C(Y;R) —» C(X;R), f= foo.

Obtemos assim um funtor contravariante
X — C(X;R)

Top®® — R-Alg, .
p=p

Exercicio 3.7. Mostre que existe um funtor Top — Set que associa a cada
espagco topoldgico X o conjunto das componentes conexas por caminhos de X.

Definigao 3.8 (Propriedades bésicas de funtores). Seja F': C' — D um funtor
e considere, para objetos X,Y de C, a aplicagao

Hom¢(X,Y) — Homp (F(X), F(Y)), f=F(f). (1)
Dizemos que F é:
e fiel se, para todos X,Y € Ob(C), a aplicacao é injetiva;
e pleno se, para todos X,Y € Ob(C), a aplicacao é sobrejetiva;
e plenamente fiel se é fiel e pleno;

e essencialmente sobrejetivo se todo objeto de D é isomorfo a um objeto da
forma F(X), para X € Ob(C).

Exemplo 3.9. Se S é uma subcategoria de C, entao o funtor de inclusao ¢ :
S — C é fiel. Note que S é uma subcategoria plena de C' se e somente se i é
pleno.



Exemplo 3.10. Seja k um corpo e Mat(k) a categoria cujos objetos sd@o nimeros
naturais (o que inclui o 0, obviamente) e os morfismos m — n sdo matrizes mxn
com coeficientes em k, a composicao sendo dada pelo produto de matrizes. Se
Vecty, denota a categoria dos k-espagos vetoriais de dimensao finita, a existéncia
de bases para espacos vetoriais mostra que o funtor

Mat(k) — Vecty,

que associa a cada m o k-espago vetorial k™ e a cada morfismo M : m — n a
transformacao linear k™ — k™ correspondente & matriz M, é plenamente fiel e
essencialmente sobrejetivo.

Exercicio 3.11. Mostre que o funtor de abelianizagdo Grp — Ab néo é pleno,
nem fiel, mas é essencialmente sobrejetivo.

Exercicio 3.12. Quais das propriedades da Definigao [3.§ valem para o funtor
Top — R-Alg do Exemplo [3.6[/

4 Transformacoes naturais

Definigao 4.1. Sejam F,G : C — D funtores. Uma transformagao natural, ou
um morfismo de funtores, n: F'— G é uma familia de morfismos

nx € Homp(F(X),G(X)), X € Ob(0),

tal que, para todo f € Hom¢(X,Y), o diagrama em D

F(X) 5 G(X)

F(f)l lG(f)

F(Y) == G(Y)

comuta. Se nx é um isomorfismo para todo objeto X de C, dizemos que 7 é
um isomorfismo natural, ou um isomorfismo de funtores.

Note que muitos autores denotam uma transformagao natural com uma seta
duplan: F = G.

Exemplo 4.2. Para todo grupo G, temos um morfismo de projegao ng : G —
G?. TIsto define uma transformacéo natural do funtor identidade da categoria
de grupos ao funtor abelianizagao (cf. Exemplo [3.5).

Exercicio 4.3. Dado um funtor F' : C — D e suponha que a classe Autc (F)
dos isomorfismos naturais de F' em si mesmo seja um conjunto. Mostre que
Aute(F) possui uma estrutura natural de grupo.



4.1 Funtores representaveis e lema de Yoneda

Seja C' uma categoria localmente pequena. Todo objeto X de C define funtores
(verifique!)

Home (X, ):C — Set, Home( ,X): C°° — Set.

Definicao 4.4. Dizemos que um funtor F' : C' — Set (resp. um funtor con-
travariante F' : C°? — Set) é representdvel se existe um objeto X de C' e um
isomorfismo natural entre F' e Home (X, ) (resp. Home( , X)).

Exercicio 4.5. Na definicao acima, dizemos que X é um representante de F.
Mostre que X é tnico a menos de isomorfismo.

Exemplo 4.6. O funtor esquecimento F' : Top — Set que associa a um espaco
topoldgico o seu conjunto subjacente é representdvel por um espaco topolédgico
unitario *. De fato, dado um espago topolégico X, um ponto x € X corres-
ponde a uma tnica funcdo continua * — X com imagem {z}. Isto define uma
bijecio X — Hommop (%, X). Obtemos assim um isomorfismo natural entre F' e
Hommop (%, ).

Exercicio 4.7. Mostre que o funtor P : Set®® — Set que associa a um conjunto
X o conjunto de subconjuntos P(X) = {S: S C X}, eauma funcio f : X —» Y,
a fungao P(Y) — P(X) dada por S — f~1(S), é representével. Por outro lado,
mostre que um funtor andlogo Grp°® — Set que associa a um grupo o conjunto
de seus subgrupos ndo é representavel.

Exercicio 4.8. Seja R um anel comutativo com unidade. Considere o funtor
G, : R-Alg — Grp que associa, a toda R-algebra A, o grupo de unidades
A* ={a € A:ab=1 para algum b € A}. Mostre que G,, é representivel pela
R-dlgebra dos polinémios de Laurent Rz, z ).

Seja C' uma categoria localmente pequena e considere a categoria de funtores
Hom(C®P, Set), cujos objetos sdo funtores C°P? — Set e os morfismos s@o trans-
formagoes naturais. Um objeto de Hom(CP, Set) também é dito um pré-feize
em C e vamos denotar Hom(C°P, Set) = PSh(C'). Para simplificar, denotemos
Home( ,X) = X. Temos um funtor natural

C — PSh(C) 2)

que associa a cada objeto X de C' o funtor representavel X, e a cada morfismo
f: X =Y, atransformagao natural f : X — Y induzida pela composigao com

f.

Lema 4.9 (Yoneda). Para todo objeto X de C e todo pré-feize F em C, a
aplicagdo Hompgy ) (X, ) — F(X), que associa a uma transformagdo natural
n:X — F o elemento nx(idx), € uma bijecio. Em particular, o funtor (2|) é
plenamente fiel.



O funtor é também chamado de mergulho de Yoneda e permite enxer-
gar a categoria C' como uma subcategoria da categoria de pré-feixes PSh(C).
Informalmente, o lema de Yoneda diz que um objeto de uma categoria é comple-
tamente determindado pela maneira com a qual ele interage com outros objetos
da mesma categoria (“diga-me com quem tu andas que eu te direi quem és”).

Demonstra¢do. Dado um elemento ¢ € F(X), defina uma transformacao natu-
ral ¢ : X — F tal que, para todo objeto Y de C,

¢y : X(Y) = Home (Y, X) — F(Y)

é a aplicagdo que associa a cada morfismo f : Y — X o elemento F(f)(¢) de
F(Y). Verifica-se que ¢ é de fato uma transformacao natural e que a aplicagao
® — ¢ é uma inversa da aplicagdo do enunciado (exercicio!). Para a tltima
afirmacao, basta aplicar o resultado anterior aos funtores representaveis F =
Y. O

Observagao 4.10. Existe uma outra versao do lema de Yoneda com os funtores
Home (X, ) no lugar de Home( , X), que segue imediatamente do resultado
acima aplicado a categoria oposta C°P.

5 Onde procurar mais informacoes?

5.1 Referéncias online

o Wikipedia, https://en.wikipedia.org/. Sem sacanagem, um 6timo lu-
gar para pesquisar as defini¢oes e conceitos basicos da teoria de categorias.

e nlLab, https://ncatlab.org/. Tudo o que vocé precisa, escrito do jeito
mais complicado possivel.

o The Stacks Project,https://stacks.math.columbia.edu/tag/0011. Tem
a teoria béasica e inclui tépicos mais avancados orientados a geometria
algébrica.

5.2 Livros

e S. Mac Lane, Categories for the Working Mathematician. O classico.

E. Riehl, Category Theory in Context, https://math. jhu.edu/~eriehl/
context.pdf. Referéncia introdutéria moderna.

e M. F. Silva Ribeiro, Teoria das Categorias para Matemdticos: uma breve
introducao. Referéncia introdutdria moderna em portugueés.
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