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1 Funcoes holomorfas

Seja U C C um aberto e f : U — C uma funcdo de classe C''. Denotando um
numero complexo z € U por z = x + iy, com z,y € R, podemos interpretar f
como uma funcao em duas varidveis reais x,y a valores complexos.
A diferencial, ou derivada exterior, de f é dada pela férmula
_of of

df = Gydo+ 5 dy

O objeto acima é uma 1-forma diferencial (de classe C°) em U a valores com-
plexos, que podemos reescrever da seguinte maneira:
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Repare que dz +idy = dz (a diferencial da identidade z — z) e dz —idy = dz (a

diferencial da conjugagao complexa z — Z). Assim, se definirmos os operadores
diferenciais, ditos operadores de Cauchy—Riemann, ou derivadas de Wirtinger,
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obtemos a seguinte expressao alternativa para a diferencial de f:

of of .

df = Edz + gdz.
Definigao 1.1. Dizemos que f é holomorfa se df/0zZ = 0 identicamente em
U. Neste caso, denotamos 0f/0z = f’ e denominamos esta fungio de derivada

compleza de f.!

LAqui, estamos supondo de inicio que f seja de classe C'. Na maioria das re-
feréncias, a holomorficidade é definida somente em termos da existéncia dos limites f'(z) =
fzth)—f(2)

h

limy, o . Esta defini¢ao implica, de maneira nao-trivial, que f é necessariamente

de classe C, e pode-se mostrar entdo que ambas as definigdes sdo equivalentes.



Observacdao 1.2. Considerando as partes real e imaginaria de f na equagao
0f/0z = 0, obtemos as chamadas equagoes de Cauchy—Riemann.

Segue das regras usuais de derivacdo (linearidade, regra do produto) para
derivadas parciais que o conjunto de fungbes holomorfas em U forma uma C-
algebra e que a derivada complexa é C-linear e satisfaz (fg)' = f'g+ fg’'. Além
disso, se a € U é tal que f(a) # 0, a funcdo 1/f é holomorfa em uma vizinhanga

de a e vale (1/f) = —f"/f?.

Exemplo 1.3 (Fungoes polinomiais). Um célculo direto mostra que a fungao
identidade z — z é holomorfa:
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Verifica-se diretamente, também, que dz/0z = 1. Entdo, pelas observagoes

acima, todo polindmio com coeficientes complexos f(2) = a,2" + -+ a1z +ag
define uma fungao holomorfa em C cuja derivada complexa é dada pela regra
usual: f'(2) = nap,z"" 1+ +ay.

Na secao seguinte, utilizaremos a seguinte reformulagao de holomorficidade
em termos de formas diferenciais.

Lema 1.4. Uma funcdo f : U — C de classe C' é holomorfa se, e somente se,
a 1-forma fdz € fechada.

Demonstracdo. O enunciado segue imediatamente da equagao abaixo, valida
para qualquer funcdo f: U — C de classe C':
of
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2 Formula integral de Cauchy

Teorema 2.1 (Cauchy). Seja f: U — C uma fungdo holomorfa, D um disco
fechado contido em U e a € D um ponto no seu interior. Entdo:

1 z
fla) = — Ldz.
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A integral acima € tomada no sentido da integracdo de formas diferenciais em
subvariedades. O circulo 0D ¢é considerado com a sua orienta¢do positiva usual.

Demonstracdo. Dado um ¢ > 0 suficientemente pequeno, seja A. = D \ D.(a)
o subconjunto fechado de D dos pontos a distancia pelo menos ¢ de a. Como a
fungéo z — f(2)/(z — a) é holomorfa em uma vizinhanga aberta de A., segue
do Lema 1.4 e do Teorema de Stokes que

0= /AE d <Zf(_zldz> = - %dz = - %dz - /f)DE(a) %dz. (1)



Considerando a parametrizagao v : [0,27] — dD.(a) dada por v(t) = a + e,
obtemos:
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Dai, segue de (1) (que vale para qualquer £ > 0 suficientemente pequeno) e da
continuidade de f em a que

Mdz = lim/ Mdz
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O resultado acima é surpreendente pois afirma que os valores de uma funcao
holomorfa no interior de um disco sao completamente determinados pelos seus
valores no bordo deste disco. E uma manifestacdo da “rigidez” das fungoes
holomorfas.

Observagao 2.2. Uma consequéncia mais ou menos imediata da férmula integral
de Cauchy, que nao faremos aqui, é que fungées holomorfas sdo analiticas, isto
é, localmente dadas por séries de poténcias; em particular, sdo infinitamente
diferenciaveis.

A seguir, precisaremos apenas do coroldrio seguinte, que também é bastante
surpreendente, pois diz que uma derivada é uma integral!

Coroldrio 2.3 (Cauchy). Nas condigées do teorema anterior, a derivada com-
plexa de f em a € dada por:

f’(a)—i/a &) dz.
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Demonstra¢do. Considerando a como uma varidvel complexa na férmula inte-
gral de Cauchy, basta aplicar o operador 9/da e utilizar o resultado cldssico de
“derivacdo sob sinal da integral” para funcoes de classe C! (também conhecido
como Regra de Leibniz). O

3 Aplicagoes

Uma fungao holomorfa em todo o plano complexo é dita funcao inteira. Pelo
Exemplo 1.3, fungoes polinomiais sao inteiras.

Teorema 3.1 (Liouville). Toda fungdo inteira e limitada € constante.



Demonstra¢do. Como f é inteira, se a € C e R > 0, segue do Corolario 2.3 e da
“desigualdade triangular para integrais” que
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Note que sup,cc |f(2)] é finito pois f é limitada. Fazendo R — oo, obtemos
f'(a) = 0. Como isto vale para um a € C arbitrério, temos que df = f'dz =0
identicamente em C. Como C é conexo, concluimos que f é constante. O

Coroldrio 3.2 (Teorema fundamental da dlgebra). O corpo dos nimeros com-
plexos € algebricamente fechado.

Demonstragdo. Sejan > 1 um inteiro e f(z) = apz" +---+a12+ap uma fungéo
polinomial com coeficientes a; € C, para j = 0,...,n, e suponha que a, # 0.
Por contradicao, se f nao se anula em nenhum ponto de C, entéo a funcao 1/f
é inteira. Mas,
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tende a 0 quando |z| — co. Como f é continua, isto implica que f é limitada.
Pelo teorema de Liouville, 1/ f é constante. Logo, f é constante, o que contradiz
as hipdteses n > 1 e a,, # 0. O
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