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Resumo

As presentes notas correspondem a uma versao estendida do conteido
de um minicurso oferecido como parte do programa de verao 2023 do
ICMC-USP, Sao Carlos. O objetivo foi apresentar, da forma mais au-
tocontida possivel, a teoria bésica dos diferenciais de Kahler, bem como
dar uma breve introdugao a cohomologia de de Rham algébrica. Ferra-
menta bésica da algebra comutativa, os diferenciais de Kéahler também
aparecem de maneira essencial em diversos desenvolvimentos da geome-
tria algébrica' e, portanto, devem interessar a qualquer aluno de pés-
graduagdo que busca se especializar em areas correlatas. De fato, este
curso pode ser interpretado como uma introdugdo aos métodos diferenci-
ais em geometria algébrica.

Awviso sobre IA: esta versao digital foi preparada com o auxilio de um mod-
elo de linguagem de inteligéncia artificial, a partir das notas manuscritas
originais (humanas).

1 Temos em mente, por exemplo, a nocéo de divisor candnico, o teorema de Riemann—Roch,
a dualidade de Serre, etc.


https://www.icmc.usp.br/eventos/5971-programa-de-verao-em-matematica-2023

Plano das aulas

1. Derivagoes; modulo de diferenciais de Kahler e sua propriedade universal;
primeira e segunda sequéncias exatas fundamentais; localizagao e mudanca
de base; hipersuperficies, extensoes de corpos, cuspide e curva eliptica
afim.

2. Suavidade via levantamentos infinitesimais; ntimeros duais e vetores tan-
gentes; moédulos projetivos; €24/ € projetivo para A suave; dimensao
relativa; algebras étale; sequéncias exatas cindidas; regularidade; critério
do jacobiano; um modulo projetivo que nao é livre.

3. Poténcias exteriores; formas diferenciais e derivada exterior; complexo e
cohomologia de de Rham; exemplos; homologia singular e o teorema de
comparacao de Grothendieck; perspectivas.

Apéndice: o diciondrio entre C-dlgebras de tipo finito e conjuntos algébricos;
Nullstellensatz; morfismos; exemplos.



Aula 1

Pré-requisitos

O leitor devera estar familiarizado com as nogoes mais elementares da teoria de
anéis (ideais, quocientes, médulos), bem como com os conceitos de sequéncia
exata e diagrama comutativo. Em alguns pontos, utilizaremos também as nogoes
de localizacao e produto tensorial. Como referéncias complementares sobre o
moédulo de diferenciais, sugerimos [1, §25], [3, Cap. 16] e [4, Se¢do I1.8].

Notacao

Todos os anéis serao comutativos e com unidade. Se R é um anel, lembremos
que uma R-dlgebra é simplesmente um anel A munido de um morfismo de anéis
R — A. Em particular, uma R-dlgebra é um R-mdédulo. Um morfismo de
R-algebras é um morfismo de anéis R-linear.

A fim de enfatizar o ponto de vista geométrico implicito nestas notas, ele-
mentos de um anel A serao frequentemente denotados por f (em vez do mais
habitual a), porque devemos pensar A como um anel de fungdes num certo
espaco. Elementos de R serao denotados por ¢, pois fazem o papel de fungoes
constantes. Em geral, morfismos de anéis podem ser pensados como pullback de
funcoes.

Por exemplo, se R = C e A = C[z,y]/(P), com P = y?> —2%(z+1), pensamos
em A como o anel de fungoes na curva

X ={(z,w) € C*: P(z,w) = 0}.

De fato, cada f = F+(P) € A define uma funcao X — C, (z,w) — F(z,w), que
nao depende da escolha do representante F'. Este dicionario entre C-algebras de
tipo finito e subconjuntos de C™ definidos por equagoes polinomiais é resumido
no Apéndice. Eis o desenho dos pontos reais de X:




Derivacoes

No célculo diferencial real, a derivada de uma funcao diferencidvel f é uma
funcao real f’ definida pelo limite

t+h)— f(t
o) = tim LD =10
A derivada satisfaz as duas propriedades algébricas seguintes:
1. R-linearidade: (f + cg)’ = f' + ¢¢/,
2. Regra do produto (ou regra de Leibniz): (fg) = f'g+ fg'.

Em &lgebra, tomamos as propriedades acima como ponto de partida para uma
nogao abstrata de derivagao.

Definigao 1.1. Seja R um anel, A uma R-dlgebra e M um A-médulo. Uma
aplicagao D : A — M é dita uma R-derivacao se

1. D é R-linear,
2. D satisfaz a regra de Leibniz: D(fg) = D(f)g+fD(g) paratodos f,g € A.

O conjunto das R-derivagoes de A em M é denotado por Derg(A, M). Note
que Derg(A, M) herda do conjunto de aplicagoes R-lineares Homp (A, M) uma
estrutura natural de A-moédulo: a aplicagao nula é uma derivacao e, se D1, Do
sao derivagoes e f € A, entao Dy + fDs é uma derivacao. Quando M = A,
denotamos Derg(A, A) = Derg(A).

Exercicio 1.2. A derivada do calculo pode ser vista como uma derivagao no
sentido da Definicao 1.1?7 Se sim, explicite R, A e M. Dica: considere o anel
C>(R,R) das fungoes suaves.

Lema 1.3. Sejam R um anel, A uma R-dlgebra e M um A-mddulo. Seja
D € Derg(A, M).

1. Para todo ¢ € R, D(c) = 0.

2. Para todon > 1 e todos f1,...,fn € A,
D(fr-fu) =Y _f1---D(fi) -+ fu-
i=1

3. Para todon >1 e todo f € A, D(f*) = nf" " 1D(f). Se f € AX, entdo a
mesma formula vale para todo n € 7.

Demonstrag¢iao. Como D é R-linear, D(c) = ¢D(1) para todo ¢ € R. Pela regra
de Leibniz,
D(1)=D(1-1)=D(1)-1+1-D(1) = 2D(1),

logo D(1) = 0. Isto prova a afirmacao 1.



Para a afirmagao 2, procedemos por indugao em n. O caso base n = 1 é
trivial. Para f1,..., f, € A, temos pela regra de Leibniz

D(fl"'fn—lfn) = D(flfn—l)fn+f1 fn—lD(fn)

e concluimos usando a hipétese de inducao no primeiro termo.

A férmula D(f") = nf"~1D(f) paran > 1 é o caso particular da afirmacao
2 em que todos os f; sao iguais. Se n = 0, este é o conteudo da afirmacao 1.
Finalmente, se f € A* e n < 0, basta aplicar o que acabamos de demonstrar a
f~! e —n. Isto termina a demonstracio de 3. O

Exercicio 1.4. Dada D € Derg(A4, M), podemos associar a derivagao logaritmica

Dlog: A* — M, fr—>M.

f

Mostre que a derivagao logaritmica transforma produtos em somas: Dlog(fg) =
Dlog(f) + Dlog(g). Calcule Dlog(f™) para todo n € Z.

Exemplo 1.5. Se A = R[z], entdo

k

k
d
e R[z] — RJz], ;cnl’” — ; nepz !

é uma R-derivacdo de A. De fato, como A é um R-mdédulo livre gerado pelas
poténcias de x, segue das propriedades do Lema 1.3 que % é a inica R-derivagao

de A que satisfaz Z—i = 1. Em geral, qualquer R-derivagio de A é completamente
determinada pelo seu valor em x. Dali, segue que

d
D A)=A—
erg(A) .

como A-mddulo. Isto é, toda R-derivagdo D de A se escreve de maneira tinica
como

d
D:f%, feA

Exemplo 1.6. Mais geralmente, suponha que A = R[zq,...,z,,]. Entdo, para
cada i € {1,...,m} existe uma tnica R-derivagao % que satisfaz
aa:j
=0, jed{l,...,m},
83% 9 J { }

e temos uma identidade de A-mddulos

0 0

Isto €, toda R-derivacao D de A se escreve de maneira Unica como

0 0
D = _— e — . A.
flal'l + +fmaxm7 fz S



Observacdao 1.7. Se M é uma variedade suave, digamos de classe C'°°, entao
um campo vetorial em M é o mesmo que uma R-derivagao do anel de fungoes
C>°(M,R). O exemplo acima é uma versao puramente algébrica do fato que
todo campo vetorial em R™ ¢ da forma y .~ fié% para dnicas f; € C*°(R™ R).

Exercicio 1.8 (Colchete de Lie). Se Dy, Dy € Derg(A), mostre que Dy o Dy
nao é em geral uma R-derivacdo de A. Porém, mostre que

[D17D2} =Di0oDy—DyoDq € DerR(A).

Em A = R[x1,x5], calcule [mga%l, 8%2] Dica: expanda D;(Ds(fg)) pela re-
gra de Leibniz; os termos cruzados D1 (f)D2(g) + D2(f)D1(g) se cancelam no
comutador.

Exercicio 1.9. E verdade que, se f € A é tal que D(f) = 0 para todo D €
Dergr(A), entdo f € R? Dica: considere A = Rz], onde R é um anel de
caracteristica p > 0.

Exercicio 1.10. Mostre que, se D € Derg(A) e n > 1, entéo

n

(50 = - (7)o

=0

onde DJ denota a composicio da derivacdo D consigo mesma j vezes. Conclua
que, se R é um anel de caracteristica p > 0, entdo D? € Dergr(A) (use que p

divide (?) para 0 < i < p). Em A = R[z], com R de caracteristica p > 0,
calcule (a%)P e (m%
(9623%1 + 21 8%2)2.

)?. Em A = R[z1,x2], com R de caracteristica 2, calcule

Exercicio 1.11 (Identidade de Euler). Em A = R[z1,...,zy], seja

D_ 0 0
_xlaxl +”.+£m8xm'
Suponha que R seja uma Q-dlgebra e seja n € N. Mostre que D(f) = nf
se e somente se f é um polindmio homogéneo de grau n. Dica: verifique que
D(z{* - x%m) = (a1 + - + ap) 2§* - - - 2% e decomponha f em componentes
homogéneas.

Exemplo 1.12 (Aplicagao: identidade de Newton). Seja A = Z[z1,...,Zm].
Lembremos que os polinémios simétricos elementares s; € A sado definidos pela
equacao

t" — st e (1) = (=) (E— 2) (1)

em A[t] e que o teorema fundamental dos polindémios simétricos diz que, dado
um anel comutativo R, qualquer polindémio simétrico em R[z1,...,Zy] (isto
é, invariante com respeito a permutagoes arbitrdrias das varidveis) pode ser
escrito como um polindémio em sy, ..., s, com coeficientes em R. Por exemplo,



2?4+ 122 = 52 — 2s5. Em geral, ndo é facil descrever uma férmula explicita
que exprime a soma de poténcias

como polinémio em $1,..., S, mas a identidade de Newton
ksk = sk—1p1 — sk—2p2 + -+ (=1)* Ps1pp_1 + (1) sop

fornece uma solugdo recursiva a este problema (note que sop = 1 e s; = 0 para
i > m). Para demonstrar a identidade acima, trabalhamos no anel de séries
formais B = Z[z1,...,2,] e consideramos a derivagdo D do Exercicio 1.11,
definida em B de maneira andloga. Avaliando (1) em ¢t = —1 e multiplicando a
equagdo por (—1)™, obtemos

So+si+ -t sm=0+z1) - (1+zm).

Note que cada 1 + z; é invertivel em B e seu inverso é dado explicitamente por
Y onso(—=1)"z? € B. Aplicando D log na equagao acima, segue da identidade de
Euler que:

S1+ 289+ -+ +msy, T Ty,
— + -+ — —1)" 3
So+s1+---+ 5, 1+ 1+, 7;)( )Pt
Agora basta multiplicar a equacao por sp + s1 + - - - + S, € comparar os termos
homogéneos de grau k.

Modédulo de diferenciais, 1
Vamos construir agora uma nogao dual a no¢ao de derivagao.

Teorema 1.13. Seja A uma R-dlgebra. Existe um A-mddulo Q4/r munido de
uma R-derivagio dy g : A — Qyu g tal que, para todo A-mdédulo M, a aplicagao

HomA(QA/RaM) —>DGIR(A,M), p'—>podA/R
¢ bijetiva. O par (4 g,da/r) € tnico, a menos de tinico isomorfismo.

No enunciado acima, Hom 4 (—, —) significa “morfismos de A-médulos”, isto
é, aplicagoes A-lineares. Em linguagem categorica, estamos dizendo que o end-
ofuntor M + Derg(A, M) na categoria de A-médulos é representavel por Q4 /g
e que dg/r € Derg(A,Q4/r) é o elemento universal. De maneira equivalente,
dada D € Derg(A, M), existe um tnico p € Hom(Q4,r, M) fazendo o dia-
grama abaixo comutar:



Demonstracdo do teorema. Seja F' o A-médulo livre gerado pelos simbolos x ¢
para todo f € A, ou seja,
F = @ Aa:f.

feA

Seja G' o submédulo de F' gerado por todos os elementos da forma z4cqg — 2y —
cxgexfg—x5g — frg, onde f,g € Aecc R, e defina

Qa/n = F/G.

A classe de xy no quociente é denotada por xy +G = da/r(f). Assim, obtemos
uma aplicacdo dq/g : A — Q4/r que é uma R-derivagao, pois

da/r(f+cg) =Tpreqg + G =25 +crg+ G =da/r(f) +cdasr(9)

da/r(f9) =2pg + G =zp9+ fry + G =da/r(f)g+ fda/r(9)-

Se M é um A-médulo qualquer e D € Derg(A, M), entdo existe uma dnica
aplicacdo A-linear p : F' — M satisfazendo p(xy) = D(f) para todo f € A.
Como D é uma R-derivagao, o submédulo G estd contido no nitcleo de p. Logo,
existe uma tinica aplicagao A-linear p: Q4,5 — M tal que p(z;+G) = p(zy) =
D(f). Ouseja, D = pody/p.

Seja (', /R dy / ) um outro par satisfazendo as propriedades do enunciado.
Por um lado, existe uma tnica aplicagao A-linear p : Q4 /p — Q' /R tal que
dy /R = PO da/gr. Por outro lado, existe uma tnica aplicacdo A-linear p’ :
Q;VR — Qu/p tal que dyjgp = p' o d’A/R. Pela unicidade, temos que p’ o p =
ido,,, e pop = idQIA/R. Assim, p é o dnico isomorfismo entre os A-mdédulos
QA/ReQ;‘/R que identifica d 4, com d;‘/R. O

Definicao 1.14. O A-médulo Q4/r é 0 mddulo dos diferenciais de Kdhler de
A sobre R ou mddulo das 1-formas diferenciais de A sobre R. A derivagao
da/r A — Qy g é chamada de derivada exterior de A sobre R.

Observagao 1.15. Ha ainda quem diga que os elementos de {24,r sao diferen-
ciais relativos, pois dependem da estrutura de A como R-dlgebra, ou seja, sdo
diferenciais em A relativamente a R.

Quando nao houver possibilidade de confusao, empregaremos a notagao mais
economica dq/r = d.
Concretamente, toda 1-forma diferencial w € €24,z pode se escrever (nao-
unicamente) como
w=g1df1 + -+ gndfn

para algum n > 1 e alguns f;,g; € A, onde manipulamos os “simbolos” df; de
acordo com as propriedades de uma derivacao. Por exemplo, se fi, fo,g € A e
[ = f1fz, entao

9df = gfrdf2 + g f2df:

em QA/R-



Lembremos que, se M é um A-médulo, o seu dual é o A-médulo
MY = Homu (M, A).

O corolario a seguir formaliza a ideia de que o médulo de 1-formas diferenciais
é dual ao médulo de derivagoes.

Corolério 1.16. Se A € uma R-dlgebra, entdo
QX/R—>DerR(A), pr—pod
€ um isomorfismo de A-maodulos.

Demonstracdo. A bijetividade da aplicagao do enunciado é consequéncia do Teo-
rema 1.13 (tome M = A). A A-linearidade segue imediatamente da definigdo
das estruturas de A-médulo em QX/R e em Derp(A). O

Segue do corolario acima que, em geral, o médulo de diferenciais é mais
fundamental do que o médulo de derivagoes, no sentido que podemos definir
Derp(A) a partir de 4,5. Apenas em casos particulares, onde a R-dlgebra A
¢ bem comportada (ver exemplo abaixo), que €24/ serd um A-médulo reflexivo
(isto é, isomorfo ao seu bidual), e que teremos portanto Q4,z = Derg(A)Y.

Exemplo 1.17. Se A = R[w1,...,%y,], entdo 4,z é 0 médulo livre gerado por
dxy,...,dxy,:
QA/R = Adl’l @ s @Adl’m

ed: A— Qy g ¢é dada explicitamente por

of of
df = —dx1 +-- -+ ——dxp,.
f 0x1 ! Oty
Para nos certificarmos que €24, assim definido ¢ de fato o médulo de 1-formas
diferenciais, basta verificar a propriedade universal do Teorema 1.13 (exercicio).

Observagio 1.18. Considere a R-dlgebra de séries formais A = R[z1,...,Zm].
Embora o médulo de derivagoes Derg(A) seja o médulo livre gerado por a?ci’ o
moédulo de diferenciais 24, ndao é o médulo livre gerado por dx;. Em geral,
Q4/r nao é nem finitamente gerado!

Exercicio 1.19 (Regra da cadeia). Seja A uma R-dlgebra, fi,...,fm € A,
P e Rlzy,...,xm) e f=P(f1,..., fm). Mostre que

oP oP
df = — oy fm)d oot ——(f1y oy fn)dfm
f al’l(fl, af >f1+ +8$m(f1 f )f
em Qu/p. Se f =0 (isto é, fi,..., [ satisfazem uma relagdo algébrica com
coeficientes em R), o que podemos dizer dos diferenciais dfy,...,df,,? Dica:

ambos os lados sao R-lineares em P; para monomios, use o Lema 1.3.

Definicao 1.20. Dizemos que w € 24, é exata se existe f € A tal que df = w.
Neste caso, dizemos que f é uma primitiva de w.



Exercicio 1.21 (Lema de Poincaré algébrico). Suponha que R seja uma Q-
algebra (isto é, Q C R). Mostre que uma 1-forma diferencial w = fidzy +--- +
JmdTm € QRje, .. 2.,)/R € €xata se e somente se

ofi _ 0f;
3xj (91‘7

para todos 1, j,

e descreva todas as primitivas explicitamente. Em particular, se m = 1, toda
1-forma é exata. O que pode dar errado em caracteristica p > 0?7 Dica: por
linearidade, podemos supor que todos os f; sao homogéneos de grau n — 1; neste
caso, use a identidade de Euler para mostrar que f = % >_; Tifi ¢ uma primitiva.

Exercicio 1.22. Seja R um anel qualquer e A = R[z,27!] o anel dos polinémios

de Laurent com coeficientes em R. Mostre que dx/x € 4/ nao é exata. Em
geral, mostre que {24 /r = Adw e encontre um critério simples para determinar se
uma 1-forma diferencial em Q4,5 é exata ou nao. Dica: escrevaw = ), ezt dx
e compare com d( > aixi).

Exercicio 1.23. O objetivo deste exercicio é fornecer uma construgao alterna-
tiva para o médulo de diferenciais 24 /r. Seja I C A®RrA o ideal de aumentagao,
definido como o niticleo do morfismo

A®rA — A, f®gr— fg.

1. Mostre que as estruturas de A-dlgebra a direita e a esquerda de A ®pr A
induzem a mesma estrutura de A-médulo no quociente I/12.

2. Mostre que a aplicacao
§:A—I/I?, fr—1@f-f@1+I?
é uma R-derivacao.
3. Seja M um A-médulo e defina Ay = A @ M. Mostre que a operacao
(f;m)-(g,n) = (fg, fn+ gm)

induz uma estrutura de A-algebra em Aj; e que M se identifica a um ideal
de Ay satisfazendo M2 = 0.

4. Se D € Derg(A, M), mostre que
A®rA— Ay,  f®gr— (fg.fDg)
é um morfismo de R-algebras que envia o ideal I ao ideal M.

5. Conclua que o par (I/I%,0) satisfaz a propriedade universal do Teorema
1.13.

10



Moédulo de diferenciais, 11
Um morfismo de R-élgebras ¢ : A — B induz uma aplicagdo A-linear
Qa/r — Qp/r, 9da/r(f) — @(9)dB/r(#(f)),
que se estende a uma aplicagao B-linear, também denotada por ¢ por abuso:
0:B®aQar — Qp/R-

Como B é uma A-élgebra via ¢, também podemos considerar os B-mdédulos
/A € Qp/R, que estao relacionados por uma aplicagao B-linear natural

Qp/r — Qp/a, dp/r(f) — dp/a(f)-

Teorema 1.24 (Primeira sequéncia exata fundamental). Com as notagées
acima, temos uma sequéncia exata de B-mddulos

B®jy QA/R L> QB/R e QB/A — 0.

A demonstracao do teorema acima se apoiard sobre o seguinte fato geral,
cuja demonstracao deixamos como exercicio para o leitor.

Lema 1.25. Seja B um anel. Uma sequéncia de B-mddulos

M’ M M" 0

€ exata se e somente se, para todo B-mddulo N, a sequéncia de B-mddulos
induzida

0 — Homp(M”,N) —— Homp(M, N) —— Homp(M’, N)

€ exata. O

Demonstracdo do teorema. Pelo Lema 1.25, basta mostrar que, para todo B-
moédulo N, a sequéncia

0 —— Homp(Qp 4, N) ——— Homp(Qp/r, N)

|

Homp(B ®4 Qa/r, N)
¢é exata. Note que existe um isomorfismo natural
Hom4(Q4/r, N) = Homp(B ®4 Q4/r, N).
Entao, segue do Teorema 1.13 que a sequéncia acima € isomorfa a

0 —— Ders(B,N) —— Derg(B, N) —— Dergr(A4, N).

11



A aplicagio Dery (B, N) — Dergr(B, N) é injetiva pois é induzida pela inclusao
Homy (B, N) C Hompg(B, N). Note que a aplicagdo Derg (B, N) — Derg(A4, N)
é dada por D — Dow. Se D € Dera(B,N), entdao D o ¢ = 0 pela primeira
afirmagdo do Lema 1.3. Reciprocamente, se D € Derg(B,N) é tal que D o
p = 0, entdo segue da regra de Leibniz que D é A-linear, isto é que D €
Dera(B, N). O

Exemplo 1.26. Seja A = R[z1], B = R[z1,22] ¢ ¢ : A — B a inclusdo.
Denotemos, para simplificar, todas as diferenciais d,g, dp/r € dpja por d.
Temos:

QA/RZAd.Th QB/RZBdfvl @ Bdzs, QB/AZBd.%'27
de forma que a primeira sequéncia exata fundamental é simplesmente
Bd:rl Emd Bdifl @dez — deg — 0.

Geometricamente (digamos, para R = C), A é o anel de func¢oes da reta, B é o
anel de fungoes do plano e ¢ corresponde & projecdao 7 : C2 — C, (21, 20) + 21.
A sequéncia exata acima expressa que uma 1-forma no plano se decompoe numa
parte “horizontal”, vinda da reta, e numa parte “vertical”, ao longo das fibras
de .

T (21)

C2

|

Corolario 1.27. Seja A uma R-dlgebra e S C A um subconjunto multiplicativo.
A aplicacao natural

C

21

d 1
SilgA/R—)Qs—lA/R, fl—)d(f>

¢ um isomorfismo de S~ A-mddulos.

Demonstracdo. Note que S™1A ® 4 Q4 /R se identifica a SilQA/R via f Qw >
fT‘”. Temos entao uma sequéncia exata

S_lﬂA/R E— QS—IA/R E— stlA/A — 0.

12



Se f € ST1A, entdo existe s € S tal que sf € A. Logo, 0 = d(sf) = fds+sdf =
sdf. Segue que df = 0, pois s é unidade em S~'A. Portanto, Qg-14/4 = 0.
Resta mostrar que S‘lﬂA/R — Qg-14,p € injetivo. Para isto, basta notar que

d d
stlA/RﬂsilﬂA/R, d(f> ,_>7f,f728
S S S
estd bem definida e define um inverso & esquerda S~!A-linear de S’lQA/R —
QS*IA/R. D

Exemplo 1.28. Suponha que R = k seja um corpo e que A seja um dominio.
Seja K o corpo de fracoes de A. Entao podemos identificar Qg /, com K®4 4.
Por exemplo, se A = k[x1,...,2Zn], entdo K = k(x1,...,2m,) €

Observacao 1.29. Na situagao do exemplo acima, notemos que nem sempre a
aplicagao natural Q4 /;, — Qpj, ¢ injetiva (isto é, nem sempre podemos enxergar
Q4 dentro de Q). Isto se reduz a decidir se 0o A-médulo Q 4/, tem torgao
ou nao.

Proposicao 1.30 (Mudanga de base). Seja A uma R-dlgebra, R — R’ um
morfismo de anéis e A’ = R' @pr A, vista como R'-dlgebra. Entao existe um
isomorfismo de A’'-mddulos

A/®AQA/R;>QA'/R/; a'®df»—>a’dA//R/(1®f).

Demonstracao. Denotemos ¢ : A — A, f = 1® f. Seja M um A’-mddulo.
Afirmamos que

Derg/(A’, M) — Dergr(A, M), D'+ Doy

é bijetiva. Ela é injetiva pois A’ é gerado como R’-médulo por ¢(A4), e D'(r' ®
f) =r"D'(1® f). Para a sobrejetividade, dada D € Derg(A, M), a aplicagio
R'xA— M, (v, f) = r'D(f), é R-bilinear, logo induz uma aplicagdo R'-linear
D' : A - M com D'(r' ® f) = ' D(f); a regra de Leibniz para D’ se verifica
em tensores puros:

D' ((r ® f1)(r2 ® fa)) = rir2(fiD(f2) + f2D(f1))

=(r® f1)D,(7"2 ® f2) + (r2 ® f2)D/(T1 ® f1).

Aplicando isto a M = A" ®4 Qa/gp e D = (1 ® 1) ® da/g, obtemos uma R'-
derivagao 0 : A" = A'®@4 Q4 g com 6(r' @ f) = (" ®1)®@d 4 g f. Basta verificar
que o par (A" ®4 Q4/r,0) satisfaz a propriedade universal do Teorema 1.13.
Se D' € Derg/(A’, M), entdo D’ o € Dergr(A, M) corresponde a uma tUnica
aplicagao A-linear p : Q4/p — M com pody/r = D' o, isto é, a uma tnica
aplicagao A'-linear p’' : A'®Q4/p — M com p'odor = D'ou. Pela injetividade
acima, a ultima condicao equivale a p'0d = D’. Pela unicidade no Teorema 1.13,
o isomorfismo resultante A’ ®4 Q4 — Qa//p envia §(1® f) = (1 ® 1) @ df
em dy /p/(1® f), isto é, é a aplicagdo do enunciado. O
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Note que A’ ®4 Qa/r = R' ®r Q4 . Por exemplo, se A é uma Z-algebra e
p é primo, tomando R’ = F,, obtemos Qa/payr, = Qa/z/pQayz: diferenciais
comutam com redugao moédulo p.

Exercicio 1.31. Sejam A e B duas R-élgebras e C' = A ®p B. Mostre que
Qo/r = (C®aQa/r) ® (C®BQB/R)-

Dica: denotando iy : A — C e ig : B — C as aplicagoes naturais, mostre que,
para todo C-médulo M, a aplicagdo Derr(C, M) — Derr(A, M) xDerg(B, M),
D (Doia,Doig), é bijetiva, com inversa (D1, Ds) — (f ® g — g D1(f) +

f D2(g)). Reencontre assim Qp(,,, . . /r @ partir do caso m = 1.

.....

Teorema 1.32 (Segunda sequéncia exata fundamental). Suponha que B = A/I
para algum ideal I de A e que p : A — B seja a aplica¢ao quociente. Entdo,
temos uma aplicacdo B-linear bem definida

I/T> — B®4 Qayg, [+ —1®dar(f)
e uma sequéncia exata de B-moddulos
I/[Q*>B®AQA/RL>QB/R4)O. (2)

Demonstragdo. Note que podemos identificar Q4,5/I24,r com B@4Q4/r via
w+1Qy/p — 1 ®@w. Considere a aplicagao R-linear

I — Qa/r/1Q4/R, fr—=df + IQy/r,
onde d =dy/r. Se f,g € I, entao
d(fg) = fdg + gdf € IQa,r,
donde deduzimos que a aplicagao anterior se fatora por uma aplicacao R-linear
I/ — Qap/IQr, [+ —df + QR (3)

Note que ambos o dominio e o contradominio sao B-médulos de maneira natural.
Por exemplo, se g+ 1 € B e f+ I? € I/I?, entdo

(g+D(f+ 1) =gf + 17
pois f € I. Como
d(gf) + 14 r = gdf + fdg +1Qa/r = gdf +1Qa/r = (9 + I)(df +1Q4/R),

concluimos que a aplica¢ao (3) é B-linear, o que finaliza a prova da primeira
afirmagao do enunciado.
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Pelo Lema 1.25, a sequéncia (2) é exata se e somente se

0—— HomB(QB/R,N) —— Homp(B®a QA/R,N)

|

Homp(I/1?,N)

é exata para todo B-médulo N. Usando o Teorema 1.13 e o fato que I/I? é
isomorfo a B ® 4 I, obtemos

0 —— Dergr(B,N) —— Dergr(A,N) —— Hom4(I, N)

onde todas as aplicagoes sao induzidas pelas composicoes naturais. Em partic-
ular, Derg(A4, N) — Homu (I, N) é dada pela restrigdo D — D|; e a verificagdo
da exatidao da sequéncia acima é imediata. O

Corolario 1.33. Se ¢ : A — B € sobrejetiva, entao Qg4 = 0.

Demonstracdo. Segue imediatamente da combinacao entre a primeira e a se-
gunda sequéncia exata fundamental. Ou ainda, segue da parte 1 do Lema
1.3. O

Exemplo 1.34 (Hipersuperficies afins). Seja A = R[z1,...,%n], P € A néo-
constante e B = A/(P). Denotemos d = d4 g, de forma que

opP oP
QA/RZAdiL‘lEB"'EBAd.'L‘m e dP = —dx1 + -+ Az,
O0xy 0Ty

Segue entao do Teorema 1.32 que

Qo o B®aQur , Bl®de)®- - ®B(1®dry,)
BIR="B(l®dP) B(1® dP) '

Na prética, costumamos cometer o abuso de denotar 1 ® df = df, donde

_ Bdry & - & Bdx,, | Bom™

Oxy? """ Owy

Exercicio 1.35. Calcule Derg(B) explicitamente. Dica: pelo Corolario 1.16,
uma R-derivagdo D de B é determinada por (D(z1),...,D(zm)) € B™, sujeito
a condicdo Y, 22 D(x;) = 0.

Exemplo 1.36 (Extensoes de corpos). Seja K um corpo e L = K[x]/(P), com
P € K[z] irredutivel; denote por « a classe de x. Pelo Exemplo 1.34,

Q ~ Ldx
LK =T Pla)dz

Se P ¢é separavel, entdo P'(a) # 0 e, como L é um corpo, 27,/ = 0. Por outro
lado, seja k um corpo de caracteristica p > 0, L = k(t) e K = k(s), onde s = tP.
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Entdao L = K[z]/(2? — s) (o polindémio zP — s é irredutivel sobre K) e, como
%(mp —5) =paP~l =0,
Opx = Lt # 0.

Note que d(t?) = ptP~'dt = 0, como deveria, j4 que t? € K.

Exercicio 1.37. Seja L/K uma extensao finita de corpos. Mostre que Q/x =
0 se e somente se L/K é separavel. Dica: se L/K é separdvel, use o teorema do
elemento primitivo e o exemplo acima. Reciprocamente, se L/ K nao é separavel,
existe um corpo intermedidrio K C L' C L tal que L = L'(f) com P € L'
(verifique que xP — (P é irredutivel sobre L'); use a primeira sequéncia exata
fundamental para obter uma sobrejecao Qp x — Qp /. # 0.

Exemplo 1.38 (Curva cuspidal afim). Seja R = C e A = Clz,y]/(y* — 2?).

Entao
Adx & Ady

—3a2dx + 2ydy)’
Seja w = 3ydx — 2xdy € Q4/c. Entao

Qy/c = Al

yw = 3y%dx — 2xydy = 3y*dx — 323dx = 0.

Como ambos w # 0 em Qy/c ey # 0 em A, segue que o A-médulo Q4 ¢
tem torgdo nao-trivial (cf. Observagao 1.29). Este fendmeno estd ligado a
singularidade da curva algébrica X = {(z,w) € C? : w? = 23} na origem
(desenho dos pontos reais):

singularidade
— x

Exemplo 1.39 (Curva eliptica afim). Seja R = C, A = C[z,y], P = y* — Q,
onde Q = 23+ z,e B = A/(P). Os pontos reais da curva X = {(z,w) € C? :

w? = 2% + 2} sdo desenhados abaixo.
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Afirmagao: o B-médulo Qp /¢ ¢ livre de posto 1. Segue do Exemplo 1.34
que Qp /¢ é gerado por dx e dy, satisfazendo a relagao

dP = —Q'dx + 2ydy = 0,

onde Q' = % =322 + 1. Como Q e Q' sdo coprimos, existem F,G € C[z] tais
que

FQ+GQ' =1.
De fato, podemos tomar F = —9x/2 e G = 322/2 + 1. Seja

w = Fydx + 2Gdy.
Entao

yw = Fy?dx 4+ 2Gydy = FQdx + 2Gydy
=(1-GQ"dx + 2Gydy = (1 — GQ")dx + GQ'dx = dx.

De maneira similar, mostramos que

Q/

Y == dy.

2 4

Isto mostra que Qp,c é gerado por w. O final da demonstragao fica como

exercicio para o leitor.

Exercicio 1.40. Com as notagoes do exemplo acima, mostre que nao existe
f € B nao-nulo tal que fw € BdP. Dica: escreva fw = gdP em coordenadas
na base dx,dy, use F'Q + GQ' = 1 para concluir que g = 0, e lembre que B é
um dominio.

Observagdo 1.41. No exemplo acima, se L é o corpo de fragdes de B, entdo a
aplicagao natural 2p,c — Q¢ € injetiva. Em Qp, /¢, podemos escrever

e
-

w

A 1-forma acima é conhecida na literatura classica como “l-forma do primeiro
tipo”. Geometricamente, os pontos complexos de X formam uma curva eliptica
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(topologicamente, um toro) da qual removemos um ponto, o “ponto no infinito”.
A forma w = dz/y se estende a uma 1-forma holomorfa sem zeros no toro inteiro.
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Aula 2
Suavidade, 1

O conceito de suavidade para uma R-algebra A é uma versao algébrica da nogao
de submersio em geometria diferencial. Por exemplo, veremos que C[z,y] é
uma C[z]-dlgebra suave, o que corresponde ao fato que a projecdo na primeira
coordenada C? — C é uma submersao (cf. o desenho do exemplo apés a primeira
sequéncia exata fundamental). Quando R é um corpo, a suavidade se reduz a
“auséncia de singularidades”. Por exemplo, se R = C e A = Clz,y]/(P), com
P € C[z,y] nao-nulo, entdo A é uma C-algebra suave se e somente se a curva
algébrica X = {(z,w) € C? : P(z,w) = 0} nao tem singularidades.

A ideia chave nesta formulacao puramente algébrica de suavidade reside na
utilizacdo sistemética de anéis com elementos nilpotentes (i.e., f € A tal que
/™ = 0 para algum n € N). Para mais detalhes sobre dlgebras suaves, veja [1,
§25 e §28] e [5].

Definigao 2.1. Seja R um anel. A R-élgebra dos nimeros duais é definida por
R[e] = R[t]/(#?), e=t+ ().

Assim, um elemento de R[e] se escreve de maneira inica como ¢y + ¢1€, com
o, ¢1 € R, e amultiplicacdo é dada por (co+ci€)(cy+cle) = coch+(coc) +e1¢h)e.
Vejamos um exemplo simples de como nilpotentes se relacionam com conceitos
diferenciais.

Exemplo 2.2. Seja R = C e A = C[z,y]/(P), com P # 0. Um morfismo de
C-élgebras
p: A— Cle]

é inteiramente determinado pelas imagens de x + (P) e y + (P). Denotemos
oo+ (P) =2+, ly+(P) = w+uae.
Para que ¢ esteja bem definido, é necessario e suficiente que
P(z 4 vie,w + vae) =0 (4)

em Cle]. Pela “férmula de Taylor”, se S é uma R-élgebra e a,b € S, entéo

P(z,y) = P(a,b) + %(a,b)(m —a)+ %(a,b)(y —b)+(x—a,y—b)?

em S[z,y]. Em particular, temos

oP oP
P(z +vie,w + v9e) = P(z,w) + ((%(Z’ w)vy + 8—y(z, w)v2> €,

de forma que (4) é equivalente a

oP OP
P(z,w) =0, %(z, w)vy + a—y(z, w)ve = 0.
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Geometricamente, a primeira equagao acima diz que (z,w) é um ponto na curva
algébrica X definida por P = 0. A segunda diz que (v1,v2) é um vetor tangente
a X no ponto (z,w).

(v1,v2)

(2, w)

Num ponto singular, a segunda condicao pode nao impor restricao alguma.
Por exemplo, para P = 3% — 2%(x + 1) e (z,w) = (0,0), temos %—I;(O,O) =
%—5(0,0) = 0, de forma que todo vetor (vi,vs) € C? é “tangente” a X na

origem, embora X seja uma curva:

X

Definigao 2.3. Dizemos que uma R-algebra A é suave se A é de presentacao
finita e se, para todo diagrama de R-dlgebras da forma

A/K
R—— S —— S/I

onde I é um ideal de S satisfazendo I? = 0, existe um morfismo de R-algebras
¢ : A — S fazendo o diagrama

®o
4 TP
T \\
A
v

R—— S —— S/I

comutar. O morfismo ¢ é dito um levantamento de ¢o. (Em [1, §25], a pro-
priedade de levantamento, sem a hipdtese de presentacao finita, é chamada de
0-suavidade.)

Observagdo 2.4 (Suavidade e submersao). Suponha que R e A sejam C-dlgebras
de tipo finito, correspondendo a variedades algébricas nao-singulares Y e X.
Considerando que morfismos para C[e] correspondem a “vetores tangentes”, a
suavidade de A como R-algebra corresponde ao fato que a aplicacao tangente
de X para Y é sobrejetiva.
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Exercicio 2.5. Mostre que A = R[z1,...,zy] é uma R-dlgebra suave. Dica:
um morfismo de R-algebras A — S/I é determinado pelas imagens dos x;;
escolha levantamentos arbitrarios em S.

Exemplo 2.6. Seja R =C, A = Clz,y]/(P), onde P # 0. Mostremos que A é
suave se e somente se P, ‘g—i, %—I; sao coprimos, isto é,

(P, Z—J;, 58];) = Clz, ). (5)

Pelo Nullstellensatz, a condicao acima é equivalente a condigao geométrica
seguinte: para todo (z,w) tal que P(z,w) = 0, temos
OP oP
VP(z,w) = (w(z,w), ay(z,w)) #(0,0).

Mostremos primeiro a ida. Seja A1) = C[z,y]/(P?). Geometricamente, A() é
o anel de fungoes de uma “vizinhanga infinitesimal de primeira ordem” de X no

plano:
/\ X

Consideremos o diagrama

ATK
C

A A

Como ¢ é um levantamento da identidade, existem fi, fo € Clz, y] tais que

U@+ (P) =+ AP+ (P?),  Wy+(P)=y+ P+ (P,
com
P(z+ f1Py + f2P) € (P?).
Pela férmula de Taylor, a dltima condicao acima é equivalente a
oP oP
1+ — —fo € (P),
+ 8Zfl-i- 8yf2 (P)

que, por sua vez, é equivalente a (5). Para a volta, observamos que, se P, ‘Z—I;,
% s&o0 coprimos, entdo existe um morfismo de C-algebras 1) : A — A como

acima. Considere um diagrama da forma
A /\W’J
C— S —— 85/I
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com 12 = 0. Se hy, ha € S sdo tais que po(z+(P)) = hi+1 e po(y+(P)) = ha+I,

entao podemos completar um diagrama comutativo

onde ¢1(x + (P?)) = hy e ¢1(y + (P?)) = hy. Note que p; estd bem definida
pois I2 = 0. Agora basta notar que ¢ = ¢, 02 : A — S é um levantamento de
@Yo : A— S/I

Exercicio 2.7. Generalize o exemplo acima para A = Clz1, ..., 2y]/(P). Dica:

. oP oP )
a condigao passa a ser (P, Bare azm) = Clz1,...,Zm], e 0 levantamento v é
construido com m polinémios fi,..., fm-

Suavidade, II

Seja A um anel. Lembremos que um A-médulo M é dito projetivo se toda
sequéncia exata curta de A-moédulos da forma

0 K N M 0

cinde. De maneira equivalente, M é projetivo se toda aplicagao sobrejetiva
A-linear N — M admite uma secao A-linear.

Exercicio 2.8. Mostre que:

1. O A-mdédulo trivial A é projetivo.
2. Soma direta arbitraria de A-mdédulos projetivos é projetiva.

Conclua que todo A-médulo livre é projetivo. O que acontece se A é um corpo?
Dica: uma aplicagao A-linear A — N é determinada pela imagem de 1.

Exemplo 2.9. Nem todo médulo projetivo é livre. Se A = Z[\/—5] e I =
(2,14 +/-5), entdo I é um A-mdédulo projetivo. De fato, pode-se verificar que,
dada uma sobrejecio m: N — I, onde m(n1) =14 +/—5 e m(n2) = 2, entdo

s: I — N, s(2a+ (14++v/=5)b) = ((1—v=5)a+3b)ny — (2a+ (1+v=5)b)ny

define uma secio A-linear de 7 (note que (1 —+/=5)a + 3b = 1_7\/_—5 (2a+ 1+
V=5)b), de forma que s s6 depende do elemento 2a + (1 + /=5)b € I, e nao
da escolha de a,b). O A-médulo I nao é livre pois néo é principal. Exercicio:
mostre que um ideal nao-nulo I de um dominio A é um A-médulo livre se e
somente se I é principal.

Exercicio 2.10. Mostre que M é projetivo se e somente se é fator direto de
um moédulo livre. Isto é, existe um mdédulo livre F' e um médulo M’ tais que
F =M @ M’'. Dica: para a ida, aplique a definicdo a uma sobrejecao F — M,
com F livre; para a volta, mostre que um fator direto de um médulo projetivo
é projetivo.
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Lembremos que, se p é um ideal primo de A e M é um A-moddulo, entao
M, =S ~1 M denota a localizacio de M com respeito ao conjunto multiplicativo
S = A\ p. A localizagdo A, possui uma estrutura natural de A-algebra, de
maneira que M, ¢é isomorfo a A, ®4 M.

Teorema 2.11. Seja M um A-mddulo de presentacdo finita. As afirmagoes
sequintes sao equivalentes:

1. M ¢ projetivo.

2. My € um Ay-mddulo livre para todo ideal primo p de A.

8. My € um Agn-mddulo livre para todo ideal mazimal m de A.
Demonstragao. Veja [1, Teorema 2.5 e Teorema 7.12] O

Sintetizamos o teorema acima no enunciado “wm mddulo de presentacdo
finita € projetivo se e somente se € localmente livre”. Em particular, se A é
um anel local (isto é, A possui apenas um unico ideal maximal), entao vale a
reciproca do Exercicio 2.8: todo A-médulo projetivo de presentacao finita é livre
(pelo teorema de Kaplansky [1, Teorema 2.5], a hipGtese de presentagao finita
é na verdade desnecesséria).

Definigao 2.12. Seja M um A-médulo projetivo de presentagao finita. O posto
de M em p é o tinico 7 € N tal que M, = A?T. Se o posto é igual a r em todos
os primos, dizemos simplesmente que r é o posto de M.

Exemplo 2.13. Suponha que A seja um dominio e seja K = Frac(A4), de forma
que K é a localizacdo de A no ideal primo (0). Entdo o posto de um A-mddulo
projetivo M é igual a dimg (K ®4 M).

Teorema 2.14. Seja A uma R-dlgebra.

1. Se B € uma A-dlgebra suave, entdo a sequéncia

0*>B®AQA/R*>QB/R QB/A 0

€ exata e admite uma cisao.

2. Se B= A/I é uma R-dlgebra suave, entao a sequéncia

0 I/IQ B@AQA/R QB/R 0

€ exata e admite uma cisao.
(Cf. [1, Teoremas 25.1 e 25.2].)

Lembremos que, se M é um A-mddulo, denotamos por Ay = A@ M o anel
com multiplicagao (f,m)(g,n) = (fg, fn+gm), no qual M = 0® M é um ideal
de quadrado nulo e Ay /M = A (cf. Exercicio 1.23). A observagao chave é a
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seguinte: se 1 : A — C' é um morfismo de anéis e NV é um C-mddulo, entao uma
aplicagao da forma

A—Cy,  [fr— (), D(f))

é um morfismo de anéis se e somente se D : A — N satisfaz a regra de Leibniz,
e é R-linear se e somente se D é R-linear. Em outras palavras, levantamentos
de ¢ a Cy sdo o mesmo que derivagoes D € Derg(A, N).

Demonstracdo. 1. Pela primeira sequéncia exata fundamental, basta construir
uma retracao B-linear r : Qp/r — B ®a Q4,r da aplicacdo ¢ : B®4 Q4/p —
Qp/r (de fato, a existéncia de r implica que ¢ ¢ injetiva e que a sequéncia
cinde). Seja N = B ®4 Q4/r e considere o anel By. Pela observacao acima,

A— By,  fr—=(p(f),1®da/rf)

é um morfismo de R-ilgebras, que faz de By uma A-dlgebra. A projecdo By —
Bn/N = B ¢ entdo um morfismo de A-dlgebras, e N> = 0. Como B ¢é uma
A-algebra suave, a identidade B — B admite um levantamento o : B — By que
¢ um morfismo de A-dlgebras. Necessariamente, o(b) = (b, D(b)) para alguma
D € Derg(B,N) e, como o é A-linear, D(¢(f)) =1® da/rf para todo f € A.
Sejar:Qp/r — N a aplicagao B-linear correspondente a D pelo Teorema 1.13.
Entao

r(pb@dasrf)) =r(bdp/re(f)) = bD(p(f)) =b®da/rf,

isto é, r o p = id.

2. Pela segunda sequéncia exata fundamental, basta construir uma retragao
B-linear da aplicagao I/I? — B ®4 Q4/r. Considere a R-algebra S = A/I? e
seu ideal I/12, de quadrado nulo, de forma que S/(I/I1?) = B. Como B é uma
R-élgebra suave, a identidade de B admite um levantamento o : B — A/I? que
é um morfismo de R-lgebras. Denotemos por 7 : A — B a projecdo e por f a
classe de f € A em A/I? e definimos

§:A—I/I? f— f—o(x(f)).

Note que § de fato toma valores em I/I?, pois o é um levantamento. Como
I/I? ¢ um B-médulo, também é um A-médulo via 7. Afirmamos que § €
Derg(A,I/I?). A R-linearidade é clara. Para a regra de Leibniz, escrevemos

f=o(n(f))+3(f) e calculamos em A/I?:

fg="Fg=0o(x(f)o(n(g) +a(x(f))(g) + o(m(9)d(f) +(f)(g)-

O tltimo termo é nulo, pois (I/1%)2 = 0, e o(7(f))5(g) = fd(g), pois a estrutura
de A/I*-médulo de I/I2 se fatora por B e o(n(f)) = f mod I/I?. Como o é
multiplicativa, concluimos que §(fg) = fdé(g9) + gd(f). Pelo Teorema 1.13, &
induz uma aplicagao A-linear Q4,5 — I/1 2 e portanto uma aplicacio B-linear

r:B®aQap — 1)1, b®da/rf — bS(f).
Finalmente, se f € I, entdo 7(f) = 0e d(f) = f, ouseja, r(1®da/rf) = f+1%

Isto mostra que 7 é uma retragao de I/I* — B®4 Q4. O
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Exemplo 2.15 (Regular ndo implica suave). Retomemos o Exemplo 1.36: K =
k(s), L = k(t), s = t?, onde k tem caracteristica p > 0. O anel L é um corpo,
logo nao tem “singularidades” (seu unico anel local é um corpo, que é um anel
local regular; cf. o Exemplo 2.23 abaixo). Ainda assim, L ndo é uma K-
algebra suave. De fato, escrevendo L = K[z]/(P) com P = 2P — s, temos
I/I? = (P)/(P?) = L, gerado pela classe de P, e a aplicagio

I/T? — L ®pu) Q) = Lda, P+I?— P'(t)dz =0

nao € injetiva, contrariando o Teorema 2.14. Sobre corpos nao perfeitos, suavi-
dade é portanto uma condi¢ao mais forte que regularidade. (Sobre corpos per-
feitos, como C, as duas nogoes coincidem para algebras de tipo finito.)

Teorema 2.16. Seja A uma R-dlgebra suave. Entdo Q4/r € um A-mddulo
projetivo de presentacao finita.

Demonstragido. Como A é de presentagdo finita, podemos escrever A = P/I,
onde P = R[z1,...,%y] e I é um ideal finitamente gerado de P. Pelo Teorema
2.14, a sequéncia

0 I/I2 A®PQP/R4>QA/R*>O

é exata e admite uma cisao. Como A®pQp/p = AP™ ¢ livre, segue que Qa/ré
um fator direto de A®™, logo projetivo. Além disso, I/I? é finitamente gerado,
pois I o é, de forma que Q4/p = A®™/(imagem de I/I?%) é de presentacao
finita. O

Exemplo 2.17. Seja R =C e A = Clz,y]/(y* — 2*). Vimos no Exemplo 1.38
que o A-médulo 4,5 tem torgao nao-trivial, logo ndo pode ser projetivo (por
qué?). Segue do teorema que A nao é uma C-dlgebra suave.

Definicao 2.18. Seja A uma R-élgebra suave e p um ideal primo de A. A
dimensao relativa de A sobre R em p é o posto de 4,/ em p. Se Q4,5 ¢é de

posto constante igual a r, dizemos simplesmente que r é a dimensao relativa de
A sobre R.

Exemplo 2.19. Rz1,...,Z,] é de dimensao relativa m sobre R.

Exemplo 2.20. Seja R =Ce A =Clxy,...,zn]/(P), para algum P irredutivel
e ndo-constante. Suponha que A seja uma C-dlgebra suave. Entdo A é de
dimensao relativa m — 1 sobre C. De fato, basta notar que, se K denota o corpo
de fragoes de A, entao

Kdx1 ®---® Kdz,,
Qje = KdP

é um K-espaco vetorial de dimensao m — 1.

Exemplo 2.21 (Algebras étale). As dlgebras suaves de dimenséo relativa 0 sdo
chamadas de étale. Seguem dois exemplos fundamentais, onde A é um anel
qualquer (no papel do anel de base).
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1. Localizagées. Seja f € Ae A[1/f] = Alt]/(ft—1). Considere um diagrama
de A-dlgebras como na definicdo de suavidade, com ¢ : A[1/f] — S/I
e I? = 0. Entdo f é invertivel em S/I, isto é, existe g € S tal que
fg=1—ecomee€I. Como (1—e)(l+e)=1-¢e%=1,segueque f é
invertivel em S, e t — f~! define o (tinico) levantamento. Como A[1/f]
é claramente de presentacao finita, ele é suave sobre A e, pelo Corolario
1.27, QA[l/f]/A =0.

2. Extensdes “separdveis”. Seja B = Alx]/(P), com P € Alz] tal que
P'(Z) é invertivel em B. Dado ¢o : B — S/I como acima, seja h € S
tal que ¢o(Z) = h + I, de forma que P(h) € I. Como P'(h) é in-
vertivel médulo I, ele é invertivel em S, pelo argumento do item anterior.
Pela férmula de Taylor, para ¢ € I temos P(h +¢) = P(h) + P'(h)e,
pois €2 = 0. Tomando ¢ = —P’(h)~'P(h), obtemos P(h +¢) = 0, e
T +— h + ¢ define um levantamento de ¢g (no estilo do método de New-
ton). Como B é de presentacdo finita, B é suave sobre A. Pelo Exemplo
1.34, Qp/a = Bdx/B P'(T)dx = 0. Por exemplo, para n > 1, a Z[1/n]-
dlgebra Z[1/n][x]/(z"™ — 1) é étale, pois P’ = na" "1 e z é invertivel. Da
mesma forma, uma extensdo finita separdvel de corpos L/K é étale (cf.
[1, Teorema 25.3]), enquanto a extensao insepardvel do Exemplo 1.36 nao
é suave (Exemplo 2.15).

Geometricamente, algebras étale correspondem a “recobrimentos sem rami-
ficacdo”. Tome A = C[t]. A A-dlgebra C[t][y]/(y? — 1) é étale, pois P’ = 2y
é invertfvel (j& que y? = 1): ela corresponde a duas cdépias da reta, uma sobre
a outra. J& C[t][y]/(y? — t) ndo é étale: P’ = 2y nao é invertivel, e as duas
“folhas” y = 4/t se encontram sobre ¢ = 0 (desenho dos pontos reais):

<
M
|
~+

y' =1
| !

étale ramificado em t = 0

Exercicio 2.22. Mostre que suavidade é estdvel por mudanca de base: se A
é uma R-dlgebra suave e R — R’ é um morfismo de andis, entdao R’ @r A
é uma R'-4lgebra suave e, se A tem dimensao relativa constante d, o mesmo
vale para R’ @ A. Dica: se A = R[z1,...,Zm]/(f1,..., fn), entdo R' @r A =
R'x1,...,xm]/(f1,- -, fn); um morfismo de R’-algebras R’ ®p A — S/I é o
mesmo que um morfismo de R-dlgebras A — S/I; para a dimensdo, use a
Proposigao 1.30.

Exemplo 2.23 (Suavidade e regularidade). O Teorema 2.14 permite relacionar
a nogao de suavidade com a nocao de regularidade de um anel local. Para
simplificar, consideremos apenas o caso em que R = C e que A é uma C-algebra
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suave. Seja m um ideal maximal de A. Como A é de presentacao finita sobre
C, segue do Nullstellensatz que A/m = C. Em particular, A/m = C é uma
C-4algebra suave e temos portanto uma sequéncia exata

0—— m/m2 —— C®4 QA/C E— Q(C/(C — 0
Como Q¢/c = 0, concluimos que

m/m2 ~2C®y QA/(C &~ QA/C/mQA/C.

Sejam f1,..., fs € m tais que f; +m?, ..., fs+m? seja uma base de m/m2. Pelo
isomorfismo acima, 1 ® dfy,...,1 ® dfs é uma base de C ®4 Q4,c. Segue do
Lema de Nakayama que df, ..., dfq é uma base do An-médulo 2,4 ,c. Usando
o teorema da intersecao de Krull, podemos deduzir entao que as imagens de
fi,---, fa na localizacdo A, formam uma sequéncia regular. Isto implica que
Ay, é um anel local regular, de dimensao de Krull d, que coincide com a dimensao
relativa de A sobre C em m.

Teorema 2.24 (Critério do jacobiano). Seja A uma R-dlgebra suave e B =
A/I, para algum ideal finitamente gerado I C A. Entdo B é uma R-dlgebra
suave se e somente se, para todo ideal mazrimal m de B, a sequéncia

O%Bm(@BI/IQ*>Bm®AQA/R4>QBm/R4>O (6)

€ exata e admite uma cisao.

Observagao 2.25. Como By é local e By ®a Q4,5 € livre de posto finito, a
condigdo do enunciado equivale a: a primeira aplicagdo em (6) é injetiva e
Qp,./r ¢ um By-mdédulo livre. A mera exatiddo nao basta: para A = Clz,y] e
I = (zy), a aplicacdo I/1* — B ®4 Qa/c ¢ injetiva, mas B = Clz,y]/(zy) nao
é suave (verifique!).

Demonstra¢do. Note que B é de presentacdo finita sobre R, pois A o é e I é
finitamente gerado. Note também que (6) é a localizacdo em m da segunda
sequéncia exata fundamental

I/IZL>B®AQA/R*>QB/R*>O (7)

(localizacao é exata e comuta com €2, pelo Coroldrio 1.27).

Se B é suave, entao (7) é exata a esquerda e cinde pelo Teorema 2.14; logo
o mesmo vale para suas localizagoes.

Reciprocamente, suponha que (6) seja exata e cinda para todo m. Entao
« € injetiva, pois um moddulo cujas localizacoes em todos os ideais maximais
sao nulas é nulo (aplicado a ker ). Além disso, Qp/r ¢ de presentagao finita
(é o contcleo de a, cujo dominio é finitamente gerado e cujo contradominio é
projetivo de tipo finito) e localmente livre; pelo Teorema 2.11, Qg € projetivo.
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Logo, a sequéncia exata curta 0 — I/I? — B ®a Qa/r — /g — 0 cinde, e
existe uma retracao B-linear r: B®a Q4/r — I/I? de a.

Seja agora um diagrama de R-algebras como na definicao de suavidade, com
o : B — S/J e J? =0 (usamos a letra J para nao confundir com 7). Como A é
suave, a composi¢do A — B — S/J admite um levantamento ¢ : A — S. Temos
Y(I) C J e, como J? = 0, a restricio 1|7 se anula em I? e induz uma aplicacio
v I/I? = J, que é B-linear (note que J é um S/J-médulo e, portanto, um
B-mdédulo via ¢g). Considere a R-derivagao

D:A—J, [+ —0(r(l@darf)).

Se f eI, entao r(1®da pf) = f+I? logo D(f) = —¢(f). Como J* =0, a
aplicagao ' =1 + D : A — S é um morfismo de R-algebras:

U'(fg) = (N)(g) + ¥ (f)D(g) +1(9)D(f) = ((f) + D(f)(¢(g) + D(g))-

Por construgao, ¢’ se anula em I e induz portanto ¢ : B — S, que é um
levantamento de g, pois D toma valores em J. Isto mostra que B é suave. [

Corolario 2.26. Seja A = Clzy,...,zn), I = (f1,---fn), comn < m, e
B = A/I. Se, para todo z = (z1,...,2m) tal que f1(z) = -+ = fn(2) =0, o
posto da matriz jacobiana

z) - Py
Jf(z) = : - :
Lz) - H2(2)

for igual a n, entao B é uma C-dlgebra suave de dimensao relativa m — n.

Demonstracao. Pelo Nullstellensatz, os pontos z como no enunciado correspon-
dem a ideais maximais de B (ou, equivalentemente, ideais maximais de A con-
tendo I) via

zr—m, = (21 — 21,.. ., T — Zm)-
Fixe um tal z e denote m = m, B, de forma que By, /mBy, = C. O Bp-mddulo
L = By ®48y/c é livre de base dxy,...,dr,, e a imagem de f; +I2em L é
afi Ofi
df; = d Az, .
! 0x1 Tree 0xm v

Reduzindo médulo m, obtemos os vetores-linha da matriz Jf(z) em L/mL =
C™. Como estes sao linearmente independentes, podemos completia-los com
m — n vetores da base canonica para obter uma base de C™. Pelo Lema de
Nakayama, dfi, ..., df, juntamente com os dx; correspondentes geram L; como
L é livre de posto m, eles formam uma base de L (um sistema de m geradores
de um médulo livre de posto m é uma base). Em particular, se >, b; df; = 0
com b; € By, entdo b; = 0 para todo i. Como (I/I?)y, é gerado pelas classes de
f1, -, fn, segue que a aplicagao (I/1?), — L é injetiva, com imagem €, Bmdf;,
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que é um fator direto de L com complementar livre de posto m — n. Assim, a
sequéncia (6) ¢ exata e cinde, e Qp_ /¢ = BE(m=") " Pelo Teorema 2.24, B é
suave, e sua dimensao relativa em cada ideal maximal é m — n. (Se nenhum z
existe, entdo B = 0 pelo Nullstellensatz, e o enunciado é vazio.) O

Exemplo 2.27. Seja B = C[z,y|/(P), onde P = y?> — 2® — x (curva eliptica
afim). O gradiente de P é (—3z%—1,2y). Se ele se anulasse num ponto (z,w) tal
que P(z,w) = 0, terfamos w = 0 e 322 = —1, donde 23+ 2 = 2(22+1) = 22 #0,
uma contradicao. Logo B é uma C-algebra suave de dimensao relativa 1. Por
outro lado, a ctispide Clz,y]/(y?> — 23) ndo satisfaz a hipdtese do corolério no
ponto (0,0).

Vejamos agora um exemplo com duas equacoes. Sejam f; = 22 +y? +22 —1
e fo = z em Clz, y, 2], cuja matriz jacobiana é

20 2y 2z
0 0 1

Se a = (ay,as, a3) € C3 satisfaz fi(a) = fa(a) =0, entdo a3 =0 e a3 + a3 = 1;
em particular, (a1, as2) # (0,0), e a matriz jacobiana tem posto 2 em a. Segue
do corolario que C[z,y, z]/(f1, f2) é uma C-dlgebra suave de dimensédo relativa
3 — 2 = 1. Geometricamente, trata-se da intersecdo de uma esfera com um
plano, que é um circulo (desenho dos pontos reais):

PP+ =1

Observagdo 2.28 (Projetivo, mas nao livre). Se A é suave, entdo Q4/r é proje-
tivo (Teorema 2.16), mas nao necessariamente livre. Um exemplo classico é a
esfera: R =R e A = R[z,vy,2]/(P), com P = 22 + y? + 22 — 1. Pelo Exemplo
1.34,

LAdedAdy® Adz

Qa/p = 1dp , dP =20, 0=xdr+ydy+ zdz.

Considere a aplicagdo A-linear

AN Ade® Adyd Adz — A, adr +bdy + cdz — ax + by + cz.
Como A(f) =22 + 9% + 22 =1, temos Adx © Ady ® Adz = A © ker ), logo
QA/]ngeI'A, QA/R@AgA@?’.

Em particular, Q4/r é projetivo. (O mesmo cédlculo mostra, pelo critério do
jacobiano, que A é suave: a imagem de (P)/(P?) = A é A0, que é livre e é um
fator direto.)
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Suponha que 24/r fosse livre; como A é um dominio, seu posto seria 2
(calcule-o no corpo de fragoes). Seja wy,ws uma base e Dy, Dy € Derg(A) a base
dual (Corolédrio 1.16). Toda D € Derg(A) define um campo vetorial continuo
na esfera 52 = {p € R? : P(p) = 0}, a saber p — (D(z)(p), D(y)(p), D(=)(p)),
que é tangente a S%, pois 0 = D(P) = 2(xD(z) + yD(y) + 2D(z)). Escrevendo
w1 = adz + bdy + cdz, temos 1 = wy1(D1) = aD1(z) + bD1(y) + ¢D1(z), de
forma que o campo associado a D; ndo se anula em nenhum ponto de S2.
Isto contradiz o teorema da bola cabeluda, segundo o qual todo campo vetorial
tangente continuo em S? se anula em algum ponto. Por exemplo, a derivacio
D= xa% — y% (bem definida em A, pois D(P) = 0) corresponde ao campo de
rotagdo em torno do eixo vertical, que se anula nos dois polos:

(0,0,1)

S

S

(0,0,—1)

Portanto 24/r € projetivo, mas nao é livre.

Sobre C, j& had exemplos entre as curvas algébricas. Seja f € Clz] um
polinémio de grau 6 sem raizes multiplas. Como no caso da curva eliptica
(Observagao 1.41), a curva algébrica y? = f(x) se completa a uma superficie
compacta (topologicamente, um toro com dois buracos) acrescentando pontos no
infinito; neste caso, sao dois pontos, p e q. Seja X a curva obtida acrescentando
apenas o ponto ¢; ela é a superficie compacta menos o ponto p:

Pode-se mostrar que X também é definida por equacoes polinomiais e que
seu anel de fungoes A é uma C-algebra suave de dimenséao relativa 1. Usando a
teoria das curvas algébricas compactas (veja [4, Cap. IV]), mostra-se que €4,¢
nao ¢ livre. Eis o esbogo do argumento. Se 24 ,¢ fosse livre, um gerador n seria
uma 1-forma que nao se anula em nenhum ponto de X; na curva compacta, ela
s6 pode ter zeros ou polos em p. Por outro lado, numa curva compacta como
esta, o nlimero de zeros menos o niimero de polos de uma 1-forma (contados com
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multiplicidade) é sempre igual a 2; logo 1 tem um zero duplo em p. Como dz/y
tem exatamente dois zeros simples, em p e em ¢, o quociente n/(dx/y) seria uma
fungao na curva compacta com um zero simples em p e um unico polo, simples,
em q. Uma curva compacta que admite tal fungao é necessariamente a esfera
de Riemann, o que nao é o caso aqui.
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Aula 3
Cohomologia de de Rham

Na geometria diferencial, as formas diferenciais de grau qualquer formam um
complexo, o complero de de Rham, cuja cohomologia mede a diferenga entre
formas fechadas (dw = 0) e formas exatas (w = dn). Por exemplo, em R?\ {0},
a 1-forma % é fechada mas nao é exata, e isto reflete o fato que R?\ {0}
tem um “buraco”. O teorema de de Rham afirma que esta cohomologia é um
invariante topolégico.

Nesta aula, construimos uma versao puramente algébrica do complexo de
de Rham para uma R-algebra A qualquer. Para isso, precisamos primeiro de
formas diferenciais de grau k > 2, que obtemos a partir de {24,r pela con-
strucao da poténcia exterior. Veremos, em varios exemplos, que a cohomologia
de de Rham algébrica de uma C-algebra suave é de dimensao finita, embora as
formas diferenciais formem espacos vetoriais de dimensao infinita. O teorema
de comparagao de Grothendieck, com o qual encerramos estas notas, explica
este fendmeno: ela coincide com a cohomologia (singular) do espacgo topolégico
correspondente.

Seja A um anel, M um A-médulo e k € N. Se k > 2, lembremos que a k-
ésima poténcia tensorial M®* é um A-mdédulo cujos elementos sdo combinacdes
A-lineares de “tensores decomponiveis”

S1® - ® Sk, s; € M, (8)

onde o simbolo ® na expressao acima satisfaz as relagoes de A-multilinearidade:

se s;=s;,+cs), comce Aes),s] €M, entao

81®"'®5k:(31®"'®32®"'®8k)+0(31®"'®3;/®"'®8k)-
Se k € {0,1}, temos simplesmente M®° = A e M®! = M.
Definicao 3.1. A k-ésima poténcia exterior de M é o A-mdédulo quociente
k
A\M =M /Ky,
onde K}, é o A-submédulo de M®F gerado por todos os tensores decomponiveis
(8) tais que s; = s; para alguns 4,5 € {1,...,k} distintos.

Note que /\OM =Ae /\1M = M. Se k > 2, a classe de um tensor
decomponivel (8) em /\k M é denotada
S1 N A Sg.

O simbolo A se 1& “produto wedge”. Por defini¢do, além das relagoes de A-
multilinearidade, o produto wedge é tal que s; A --- A s = 0 se existem 4,5 €
{1,...,k} distintos tais que s; = s;. A partir desta propriedade, podemos
demonstrar o lema seguinte.
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Lema 3.2. Se o é uma permutagio de {1,...,k}, entdo
Sg1 N+ A Sgr =sgn(o) sy A A Sk,
onde sgn(o) € {1,—1} € o sinal de 0.

Demonstracdo. Como toda permutacao se escreve como um produto de trans-
posicoes e o sinal é um morfismo de grupos, podemos supor que ¢ é uma trans-
posicao. Para simplificar, vamos supor k = 2; o caso geral é igual, mas com
mais indices. Assim, queremos mostrar que

S1 /\82 = —82 /\51.
Por definigao, temos por um lado
(514 s2) A (s1+s2) =0.

Por outro lado, usando as relagoes de multilinearidade, e a definicao de novo,
obtemos

(s1+82)A(s1+82) =81 AS1+81AS2+S2A81+83A82 =581 ASsa+8sa3As1 O

Observagio 3.3 (Propriedade universal). Seja N um A-mdédulo. Dizemos que
uma aplicacdo 8 : M*¥ = M x ---x M — N é multilinear alternada se é A-linear
em cada varidvel e B(s1,...,s;) = 0 sempre que s; = s; para alguns i # j.
Segue da propriedade universal do produto tensorial e da definicao de /\’c M
que a aplicagao

k
Hom 4 (/\ M, N) — {f: M¥ — N multilinear alternada}

que associa a p a aplicacdo multilinear alternada (s1,...,sk) = p(s1 A+ Asg),
é uma bijecao. Em particular, toda aplicagao A-linear v : M — N induz uma
aplicagao A-linear

k k k
/\u:/\M—>/\N, SI A Asp —>u(s1) A Au(sg),

e temos A*(vou) = A"vo AN"ue A¥idy = idpk -

Proposigao 3.4. Seja M um A-mdédulo livre de posto n. Se 0 < k < n, entao
/\k M é um A-mddulo livre de posto (Z) Mais precisamente, se e1,...,e, €
uma base de M, entao

ei, Ao Ney,  1<ip <. <ip<n,

¢ uma base de \* M. Se k > n, entio \* M = 0.
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Demonstragao. Por multilinearidade, /\k M ¢é gerado pelos elementos e, A---A

€j., com ji,...,j5k € {1,...,n} arbitrdrios. Se dois indices j, coincidem, este
elemento é nulo; caso contrario, pelo lema anterior, ele é igual, a menos de sinal,
aej, N---Ne;,onde i; < --- < i é o reordenamento dos j,. Isto mostra que

os elementos do enunciado geram A* M e que A" M = 0 se k > n (neste caso
ha sempre indices repetidos).

Para a independéncia linear, sejam e},...,e € MV as coordenadas com
respeito & base ey, ..., e,. Para cada I = (iy < --- < i), a aplicagao
. k *
Br: MY — A, (s1,-..,8k) —> det (eia(sb))1<a,b<k

¢ multilinear alternada (um determinante com duas colunas iguais é nulo). Pela
Observacao 3.3, ela induz p; : A" M — A tal que priej, A---Nej) =1 se
(J1s--sjk)=Te=0se (j1 <---<jp) #I. Assim,se) ;cye; A---Nej =0,
aplicando p; obtemos c; = 0. O

Exemplo 3.5. Se M = Ae; @ Aes, entao /\OM = A, /\1 M = Ae; @ Aey e
/\2 M = Ae; A es.

Exercicio 3.6. Mostre que se M é um A-mdédulo gerado por n elementos, entao
/\k M = 0 para todo k > n. Dica: se s, ..., s, geram M, entdo /\k M é gerado
pelos s;, A--- A sj,, e algum indice se repete.

Exercicio 3.7. Se M e M’ sao A-médulos, mostre que

k % J
ANMoM)y= @ AMoa \M.

i+j=k
Use este isomorfismo para dar uma outra demonstracao da Proposicao 3.4. Dica:
a aplicagao da direita para a esquerda ¢ induzida por (s1A- - -A8;)Q(t1A- - -At;)
s1 Ao Asi Aty A--- Aty; para a inversa, use a Observacao 3.3.

Proposigao 3.8. Se M é um A-mddulo e B € uma A-dlgebra, entdo B ® 4
A" M = N*(B @4 M), onde a poténcia exterior o direita é tomada no sentido
de B-modulos.

Demonstracdo. Denotemos Mp = B @4 M. A aplicacio MF — /\k Mg,
(815.--58K) = (1 ®@s1) A A (1 ® sg) é A-multilinear alternada, logo induz
uma aplicacdo A-linear /\lc M — /\k Mg e, portanto, uma aplicagao B-linear

k k
a:B®A/\M—>/\MB, bR (sp A Asg) — b(1@s)A---A(L®sk).
Na diregao oposta, fixados za, ...,z € M ebs, ..., by € B, aaplicacao BxM —

B®gy /\k M, (by,x1) — by b ® (x1 A -+ Axy) é A-bilinear, e 0 mesmo vale
em cada varidvel. Obtemos assim uma aplicagdo B-multilinear

k
5:M§ —)B(X)A/\M, (b1®l‘1,...,bk®1‘k)'—>b1"'bk®($1/\-'-/\1‘k).
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Ela é alternada: se y = ), ¢; ® z; aparece nas posigoes i e j, entao, expandindo,
os termos com (I,1) e (I’,1) nessas posicoes se cancelam pelo lema anterior, e
os termos com [ = I’ sdo nulos. Pela Observacao 3.3, 8 induz uma aplicacao
B-linear A* Mp — B®a A" M, que é claramente inversa de a (basta verificar
nos geradores). O

Coroléario 3.9. Seja M um A-mddulo projetivo de presentagdo finita. Para

z

todo k > 0, /\kM é um A-mddulo projetivo de presentagao finita. Se n € o
posto de M ¢ 0 < k < n, entao (Z) € o posto de /\k M; se k > n, entdo
A" M =o.

Demonstracdo. Como M é projetivo e finitamente gerado, existe um maddulo
livre de posto finito F' = A®Y e aplicacdes A-linearesi: M — F,p: F — M tais
que poi = idys (tome uma sobrejegdo F — M e uma se¢ao). Pela funtorialidade
da Observacgao 3.3, /\kp o /\ki = id, de forma que /\k M & um fator direto de
/\k F, que é livre de posto finito pela Proposigao 3.4. Logo, /\k M é projetivo e
finitamente gerado e, sendo um fator direto de um médulo livre de posto finito,
de presentacdo finita (o micleo de A¥ F — A" M ¢ o outro fator direto, que é
finitamente gerado). Finalmente, se p é um ideal primo, a Proposigio 3.8 com
B=A4,da

( /k\M)p = A = AAg™,

que é livre de posto (Z) (nulo se k > n). Um mdédulo cujas localizagdes sao
todas nulas é nulo, o que prova a ultima afirmagao. O

Observagdo 3.10 (Produto exterior). Dados k,! > 0, existe uma tnica aplicagao
A-bilinear

k 1 k1

/\Mx/\M—)/\M, (w,m) —wAnN

tal que (s A Asp) AL A= At) =81 A Asp At A--- At (aplique a
Observacao 3.3 duas vezes). Este produto é associativo e satisfaz

k 1
nAw=(—1)*"wAn, we/\M,ne/\M

(exercicio). Em particular, elementos de grau par comutam com todos os outros.

Suponha agora que A seja uma R-dlgebra e apliquemos a construcio acima
ao médulo de diferenciais.

Definigcao 3.11. Para todo k € N, definimos

k
QZ/R = /\QA/R-

Os elementos de QZ /R sao chamados de k-formas diferenciais de A sobre R.
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Note que Q%/R =Ae QZ/R = Qy/r. Como Qy,/p é gerado como A-médulo
pelos df, f € A, o A-médulo Q’Z/R é gerado pelos elementos df; A --- A dfy;

equivalentemente, Qfﬁl /R é gerado como R-médulo pelos elementos g df1 A- - - Adf,
com ¢, f1,..., frx € A.

Exemplo 3.12. Seja A = R[z1,...,Zy,]. Como Q}L‘/R é um moédulo livre de
posto m, entao, para todo 0 < k < m, Q’j‘/R é um moédulo livre de posto (7:),
de base

dog, Ao Adry,,  1<ip < <ip<m.

Se k > m, entao Qﬁ/R = 0. Por exemplo, se A = R[z,y], entdao
Wyr=A4, Qyp=AdeeAdy, Q4 p=AdsNdy.

Exemplo 3.13. Seja R = C e A uma C-élgebra suave da forma A = C[z, y|/(P),
onde P é nao-constante. Pelo Teorema 2.16 e pela demonstragao do Corolario
2.26, Q4,c é um A-mddulo projetivo de posto 1. Logo, pelo Corolario 3.9,
QZ/C = 0 para todo k > 1. Mais geralmente, se A é uma R-algebra suave de
dimensao relativa d, entao QZ/R = (0 para todo k > d.

Como Q%/R =Ae 9,14/1% = Qu/R, a derivada exterior ¢ uma aplicagio
R-linear
dA/R : Q%/R — QL/R.
O préximo teorema diz que ela se estende, de maneira canonica, a todas as
k-formas.

Teorema 3.14. Seja A uma R-dlgebra. Existe uma unica familia de aplicagdes
R-lineares
k . Ok k+1
d 'QA/R—>QA/R7 k>0,

com d° = da/r, tal que
(i) d¥ o d*=' =0 para todo k > 1;
(i) d**(w An) =d*w An+ (=1)*w A d'n para todos w € Q’Z/R ene QIA/R.
Explicitamente, para todos g, f1,..., fx € A,
d*(gdfy A+~ Ndfy) = dg Adfy A+ A dfy. (9)

Demonstragdo. Unicidade. Suponha que uma tal familia exista. Por (ii) e (i),
d¥(dfy Ao ANdfy) = Y, Edft Ao AdEAf) A - Adfy, = 0, pois dH(df;) =
d*(d°f;) = 0. Usando (ii) mais uma vez, obtemos (9). Como os elementos
gdfy A -+ Adfy geram QF /g como R-médulo, d* fica determinada.

Ezisténcia de d*. Lembremos da demonstracao do Teorema 1.13 que Q4 /R
¢é o quociente do A-médulo livre gerado pelos simbolos z; pelas relagoes de R-
linearidade e de Leibniz. Equivalentemente, €4, é o quociente do R-mdédulo
A®RrA (onde g® f corresponde a g df ) pelo R-submédulo gerado pelos elementos
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g ff' —gf@f —gf' ®f. A aplicacio R-linear AQr A — QZ/R, g® f — dgAdf,

se anula nestes elementos:

dg Nd(ff') —d(gf) Ndf' —d(gf') Ndf = —g (df Adf' +df" ndf) = 0.

Logo, existe uma aplicacao R-linear d' : Q4 /R Q2 /g satisfazendo d*(gdf) =
dgAdf. Note que d*(df) = d*(1-df) = d(1)Adf = 0 e que d' (hw) = dhAw+hd'w
parah€ Aew € Q,lax/R (basta verificar para w = g df).

Existéncia de d*, k > 2. Considere a aplicacdo R-multilinear

k

F: (Q}LVR)]C — 92711:{7 Flwi,...,wg) = Z(—l)“‘lwlN AP A Awp.
i=1

Se h € A, entdo, usando d*(hw;) = dh A w; + hd'w; e movendo a 1-forma dh
para a esquerda através de w1, ...,w;_1, obtemos

F(wi,...,hwi, ... wg) = h Flwy,...,wk) +dh Awy A+ A wg,

que nao depende de ¢. Logo, F' induz uma aplicagao R-linear no produto ten-
sorial (Q}L‘/R)‘@Ak. Ela se anula nos tensores com w; = w; = 6 para i < j:
os termos de indice diferente de i e j contém 6 duas vezes, e os termos de
indice i e j sdo, respectivamente, (—1)T1(—1)77""1X e (~1)/*1X, onde X ¢é
obtido de wy A - -+ Awy, substituindo w; A - -+ Aw; por dYONONwipq A--- Awj_1
(use que a 2-forma d'6 comuta com tudo). A soma é nula. Assim, F induz
d* - QZ/R — QZJ;}% com

k
dMwi A Awp) =Y (D)o A Adhwi A Awg
i=1
Tomando wy = ¢gdf; e w; = df; para i > 2, obtemos (9).
Propriedades (i) e (ii). Por (9), d*(d*=(gdfiA- - -Adfx—1)) = d*(1-dgAdfi A
-« ANdfg—1) = d(1) A--- = 0. Para (ii), por bilinearidade basta considerar w =
gdfiN---Adfyen=hdgiN\---Ndg;. Entao wAn = ghdfiA---Adfiy ANdgi A+ - -Adg;
e

dlwAn)=(hdg+gdh)Ndfys A--- Ndfx, Adg1 A--- Ndg
=dwAn+ (=DFgdfy A--- ANdfy Adh Ndgy A --- A dg,
=dwAn+(=1)*wAdn. O
Por abuso de notacio, escrevemos simplesmente d = d* para todo k.
Exemplo 3.15. Seja A = R[z,y] e w = Fdx + Gdy, com F,G € A. Entao

F F
dw =dF Ndz +dG Ndy = (gd:c—l—aady)/\dx—i—(?d:v—i—ngy)/\dy
L Y € Y

0G OF
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Reconhecemos aqui o rotacional do célculo vetorial (ou o integrando do teorema
de Green).

Exercicio 3.16. Seja R=C, A=C(z,y) e

rdy —ydx 1

Calcule dw. Existe f € A tal que w = df? Dica: fatore 2% +y? = (z+iy)(z —iy).

Pelo Teorema 3.14, obtemos um complezo de R-médulos (isto é, uma sequéncia
de aplicagoes R-lineares em que a composi¢cao de duas aplicagdes consecutivas é
nula), chamado de complezo de de Rham de A sobre R:
d d

d
—— Din

° d
A/R": A—— 9,14/R ?4/1:3

Dizemos que w € Q’Z/R é fechada se dw = 0, e exata se w = dn para algum

neE Qiﬁ% (para k = 1, isto coincide com a definigdo da Aula 1). Como dod = 0,

toda forma exata é fechada.

Definigao 3.17. A k-ésima cohomologia de de Rham de A sobre R é o R-médulo

) k+1
ker (d : QZ/R - QA+/R>  {k-formas fechadas}

im (d . Q’Z;}% N QZ/R) ~ {k-formas exatas} ’

Hlp(A/R) = H*(Q ) =

com a convengao QZ}R = 0. Em particular, HJ; (A/R) = ker(d : A — Qi‘/R).
Note que H;(A/R) é apenas um R-médulo, e ndo um A-médulo, pois d
nao é A-linear.

Exemplo 3.18. Seja R = C e A = C[z]. O complexo de de Rham é
df

Clz] —4 Clz]de —— 0 —— - fr—)d—d:n.
x
Temos H{g (C[z]/C) = ker(d) = C e Hli(C[z]/C) = Clz]dz/im(d) = 0, pois,
dado g =co 4+ c1x + - - 4+ cpa™, 0 polindmio

C
n xn-&-l
n—+1

f:cox+%x2+...+

satisfaz df = gdz. Finalmente, H%;(C[z]/C) = 0 para todo k > 2, pois
Qé[x]/c =0.

Exercicio 3.19. Calcule H3y (F,[z]/F,) e His (Fy[z]/F,). Dica: quais monomios
" sao fechados? Quais 1-formas x" dx sdo exatas?
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Exercicio 3.20. Seja R =C e A =C[z1,...,2,]. Mostre que H{g(A/C) = C
e que HY:(A/C) = 0 para todo k > 1 (lema de Poincaré algébrico). Dica:
considere a contracao ¢ : QZ/C — Q’j‘?é pelo campo de Euler £ = )", xia%i,
dada por ¢(gdzi, A- - -Adz;,) = Zj(fl)jﬂg x;, dry, A - -dxg; - - Ndxg,,, e mostre
que di + td multiplica x® dx;, A -+ Adx;, por |a| + k (“férmula de Cartan”).
Exemplo 3.21. Seja R = C e A = C[z,27!] (note que A = Clx,y]/(zy — 1)).
Vimos que Q) sc = Adz, e o complexo de de Rham ¢é

Aty e —— 00— o Yt (Yica)d,

onde os indices i podem ser negativos. Assim, H{z(A4/C) = C. Toda 1-forma
xdz com i # —1 é exata (é igual a d(z*+1/(i+1))), enquanto dz/z nao é exata,
pois nenhum d(x%) tem componente nao-nula em x~'dx. Portanto,

dx

Hiz(A/C)=C — HY:(A/C) =0 para todo k > 2.

Exercicio 3.22. Mostre que

dx
x—1"

HAR(C[x,x*I, (x — 1)*1]/((3) =C d?x e C

Dica: use fragdes parciais. Geometricamente, C\ {0, 1} tem dois “buracos”, e os

: . dr __ dr __ - dr __ dr __
lacos 7o e 71 abaixo satisfazem f% T = f,ﬂ LT =27 e f,m L — f,y1 z =0
(compare com o teorema de Grothendieck, mais adiante):

Yo 71
X X
0 1

Exemplo 3.23 (Curva eliptica afim). Seja R = C, Q = 28+ 2 e A =
Clz,y]/(y* — Q). Vimos no Exemplo 1.39 que Q}L‘/C = Aw é livre de posto
1, onde

w = Fydx + 2G dy, FQ+GQ =1,

equedr =ywedy = %w (“w =dx/y”). Como A é um C[z]-médulo livre de
base 1,4y, temos
Qllq/(c =Clz]w @ Clz]yw.

Todo f € A se escreve de maneira tnica como f = g+ hy, com g,h € Cx], e
/
df = ¢ doe+h'ydr+ hdy = (Qh'—i—%h)w—&—g’yw, (10)

onde usamos y? = Q.
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Cdlculo de H°. Se df =0, entdo g’ =0 e Qh' + %h =0. Seh=cpx™+---
com ¢, #* 0, entao

/ 2 n
Qh’+7h:(x3+--~)(ncnx”‘1+---)+(333 H)(;”m +o)

= <n+2)0nx”+2+~~7€0,

pois n+ 2 # 0. Logo h =0, g € C e HJz(A/C) =C.

Cdlculo de H'. Seja n = (u + vy)w, com u,v € C[z]. Tomando h = 0 e
¢ uma primitiva de v em (10), vemos que vyw = dg é exata. Assim, n = uw
moédulo formas exatas. Agora, tomando g =0 e h = 2™ em (10), obtemos

d(z™y) = <<n + 2) "t 4 <n + ;) x”) w,

de forma que 2" 2w = — 3211; 2"w médulo formas exatas, para todo n > 0. Por

indugéo no grau de u, concluimos que 7 = (¢y 4 ¢12) w para alguns ¢y, ¢; € C.
Finalmente, w e zw sdo linearmente independentes em H: se (co+c12) w = df,
entdo, por (10), ¢ =0e Qh' + %h = ¢g + c1x;5 se h # 0, o lado esquerdo tem
grau > 2 pelo calculo acima, uma contradigao; logo h = 0 e ¢g = ¢ = 0.
Portanto,

Hiz(A/C) = Cw® Caw, HY:(A/C) =0 para todo k > 2.

Observagdo 3.24. Em todos os exemplos acima sobre C, a cohomologia de de
Rham é de dimensao finita, embora os C-espagos vetoriais Q’j‘ /C sejam de di-
mensdo infinita. Por outro lado, em caracteristica p > 0, a cohomologia de de
Rham de F,[z] é de dimens&o infinita. O teorema de Grothendieck, discutido a
seguir, explica a finitude em caracteristica zero.

Teorema de Grothendieck

Para terminar, sem demonstragoes, explicamos como a cohomologia de de Rham
algébrica se relaciona com a topologia. Comegamos relembrando brevemente a
homologia singular, que associa a cada espago topoldgico X e a cada n > 0 um
grupo abeliano H, (X, Z) (veja, por exemplo, [7]).

Para n > 0, o n-simplexo padrao é

A" = {(to, ..., tn) ER"™ ™ itg+ -+ t, =1, t; > 0}.

Assim, A% é um ponto, A! é um segmento, A? é um triangulo, A% é um tetrae-
dro, etc.

A° Al A?
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Para 0 < i < n, seja 6; : A"~! — A" a inclusdao da face oposta ao i-ésimo
vértice, (to,...,tn—1) — (to,.-.sti—1,0,¢;, ... ,tn—1). Um n-simplezo singular
em X é uma aplicagdo continua o : A™ — X. Definimos o grupo abeliano livre

Ca(X)= P zZo
g: A" — X
e o operador bordo Oy, : Cp(X) = Cp—1(X) por

n

Ono = Z(—l)i oo d;,

=0

isto é, uma soma alternada das restricoes de o as faces de A™. Por exemplo,
se 0 : A — X é um caminho, entdo do = o (1) — 0(0) (diferenga formal entre
ponto final e ponto inicial) e, se o : A2 — X, entdo do é a soma, com sinais,
dos trés lados do triangulo, percorridos de forma a dar uma volta completa:

€2

€o €1

Verifica-se que 9, © 0,41 = 0, de forma que obtemos o complezo singular
C 0 Oy(X) 2 O (X) 2 Co(X) — 0.

Definigao 3.25. O n-ésimo grupo de homologia singular de X é

ker(d,)  {ciclos}

H(X,2) = im(dpi1)  {bordos}’

A homologia singular é um invariante puramente topolégico; mais ainda, é
invariante por homotopia: se X e Y sao homotopicamente equivalentes, entao
H,.(X,Z) & H,(Y,Z) para todo n. Por exemplo, R? \ {0} é homotopicamente
equivalente ao circulo S', logo ambos tém a mesma homologia.

R*\ {0} st
Exemplo 3.26. Temos:
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1. Hi(R™,Z) = 0 (de fato, H,(R™,Z) = 0 para todo n > 1, pois R™ é
contrétil);

2. Hi(R?\ {0},Z) = H,(S',Z) = Z, gerado pela classe de um lago que d4
uma volta em torno da origem,;

3. Hi(T,Z) = 7Z%%, onde T = S' x S é o toro, gerado pelas classes do
“meridiano” a e do “paralelo” b:

Seja agora A = Clxy,...,Tm]/(P1,...,Py) e
X={2=(21,...,2m) €C™: Pi(2) = --- = Py(2) = 0},

munido da topologia induzida de C™. Se A é uma C-algebra suave, pode-se
mostrar, usando o critério do jacobiano e o teorema da fungao implicita (holo-
morfa), que X é uma variedade complexa. Toda k-forma diferencial algébrica
w € Q]fq /C define entao uma k-forma diferencial holomorfa em X, que podemos
integrar sobre k-simplexos singulares (suaves por partes) o : A¥ — X. Pelo teo-
rema de Stokes, se w é fechada, a integral fU w 86 depende da classe de homologia
de um ciclo o, e se anula se w é exata.

Teorema 3.27 (Grothendieck [9]). Com as nota¢des acima, se A é uma C-
dlgebra suave, entao, para todo k > 0, a aplicacdo

H/R(A/C) — Homy, (H(X,Z),C), [w] — <[a] — / w)

€ um isomorfismo de C-espacos vetoriais.

O espaco Homgz(H}(X,Z),C) é a cohomologia singular H*(X,C) de X com
coeficientes complexos. O ponto notavel é que o lado esquerdo é definido de
maneira puramente algébrica, a partir apenas das equacgoes P, ..., P,, enquanto
o lado direito é puramente topolégico. Em particular, a cohomologia de de Rham
algébrica nao depende da escolha das equagoes que definem X.

Exemplo 3.28. Revisitemos os exemplos acima.
1. A=Clz], X = C, que é contritil: Hiz(A/C) = 0.

2. A=Clz,z7!], X = C\ {0} ~ S': Hlz(4/C) = C. O isomorfismo de
Grothendieck envia dz/z ao funcional que associa a um lago v a integral
fw dz/z = 2mi - (nimero de voltas de v em torno de 0).
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3. A = Clz,y]/(y* — 2% — ). A curva X é o complementar de um ponto
(o “ponto no infinito”) numa curva eliptica E, que topologicamente é
um toro. Representando o toro como um quadrado com lados opostos
identificados, vemos que o toro menos um ponto se retrai no bordo do
quadrado, que apds as identificagoes é um buqué de dois circulos:

O

Logo H1(X,Z) = Z%2, de acordo com o cdlculo Hiz(4/C) = Cw & Caw
do Exemplo 3.23. As integrais de w = dz/y e de zw = xdx/y ao longo
dos dois lagos sdo os periodos (integrais elipticas de primeira e segunda
espécie) da curva eliptica.

\
>

A\
77
X
3y
77
1

Y

Observagio 3.29 (Uma férmula para dim H}g). Os exemplos acima se encaixam
num padrao geral. Toda curva algébrica X tal que A é uma C-algebra suave
de dimensao relativa 1 se obtém de uma superficie compacta com g “buracos”
(o género de X) removendo um nimero finito n > 1 de pontos (os “pontos no
infinito”). Uma tal superficie tem o tipo de homotopia de um buqué de 2g+n—1
circulos, de forma que Hy(X,Z) = Z9(29+7=1) ¢ pelo Teorema 3.27,

dim¢c Hig(A/C) =29 +n — 1.

Reencontramos assim todos os nossos calculos:

X g n dimHiy
C 0 1 0
C\ {0} 0 2 1
c\{0,1} 0 3 2
yvP=2>+z 1 1 2

Para a curva da Observagao 2.28 (um toro com dois buracos menos um ponto),
obtemos dim H}y = 4. Note que, enquanto o lado esquerdo da férmula ¢ definido
de maneira puramente algébrica, o lado direito é puramente topoldgico.

Coroldrio 3.30. Se A é uma C-dlgebra suave, entdo dimc HA;(A/C) < oo
para todo k > 0.

Demonstra¢do. Admitimos o fato topolégico de que X tem o tipo de homo-
topia de um complexo CW finito, de forma que Hy(X,Z) é um grupo abeliano
finitamente gerado. O resultado segue entdo do Teorema 3.27. O

Corolario 3.31. Se A € uma C-dlgebra suave de dimensdo relativa d (por
exemplo, d = m — n na situagdo do critério do jacobiano), entio Hy(X,Z) é
um grupo de tor¢dao para todo k > d.
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Demonstrac¢do. Como Q’j‘/@ = 0 para k > d, temos HA;(A/C) = 0. Pelo
Teorema 3.27, Homg(H(X,Z),C) = 0, o que equivale a Hi(X,Z) ®z Q = 0,
pois C é um Q-espago vetorial. O

Observagao 3.32. O corolario acima é surpreendente: X é uma variedade de
dimensao real 2d, mas sua homologia (racional) se anula acima da dimensao d.
De fato, vale um resultado mais forte, devido a Andreotti e Frankel [6]: X tem
o tipo de homotopia de um complexo CW de dimensdao < d, e em particular
Hy(X,Z) =0 para k > d.

Para ir além

O Teorema 3.27 é o ponto de partida de diversas teorias.

o Teoria de Hodge. A estrutura algébrica de HY;(A/C) (por exemplo, a
filtragao pelo “tipo” das formas, como as formas de primeira e segunda
espécie do exemplo da curva eliptica) se reflete em estruturas finas na coho-
mologia singular: as estruturas de Hodge (mistas, no caso nao-compacto).

e Periodos. Se as equacgoes P; e a forma w tém coeficientes em Q, entao

as integrais fU w s&o numeros complexos chamados periodos [8]. Por ex-
emplo, 2wt = flz|=1 dz/z é um periodo, bem como os periodos de curvas
elipticas e os valores ((n) da funcdo zeta de Riemann. O isomorfismo
de Grothendieck, que identifica duas estruturas racionais distintas sobre
0 mesmo espago vetorial complexo, é a origem da teoria aritmética dos

periodos.

e Cohomologia p-ddica. Como vimos no exercicio sobre Fy[z], a cohomolo-
gia de de Rham se comporta mal em caracteristica p > 0. Teorias de co-
homologia p-ddica (Monsky—Washnitzer, cristalina, rigida) corrigem este
defeito levantando a situag@ao a caracteristica zero, e tém aplicagoes im-
portantes a contagem de pontos de variedades sobre corpos finitos.
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Apéndice: algebras e conjuntos algébricos

Ao longo destas notas, usamos livremente o ponto de vista segundo o qual
uma C-algebra de tipo finito é um anel de fungées num subconjunto de C™
definido por equacgoes polinomiais. Neste apéndice, resumimos este dicionario.
Para as demonstragoes, veja, por exemplo, [2]. Usamos o corpo C apenas por
conveniéncia: tudo o que segue vale igualmente, com as mesmas demonstragoes,
substituindo C por um corpo algebricamente fechado k qualquer.

Definigao A.1. Uma C-dlgebra A é de tipo finito se é gerada, como C-élgebra,
por um ndmero finito de elementos; equivalentemente, se A = Clzq,...,2:,]/1
para algum m e algum ideal I. Pelo teorema da base de Hilbert, I = (Py,..., P.)
é finitamente gerado, de forma que A é de presentagao finita. O conjunto
algébrico associado é

X=V({I)={2€C™: P(z) =0 para todo P € I}
={z€C":P(z)=---=P.(2) =0}.
Como na Aula 1, todo f = F+1 € A define uma fungao X — C, z — F(z),

que nao depende do representante F. A ponte entre a algebra e a geometria é
o teorema seguinte.

Teorema A.2 (Nullstellensatz de Hilbert). Seja I um ideal de Clz1, ..., zy].

1. Os ideais maximais deste anel sdo exatamente os ideais

m
m, = (T1 — 21,y T — Zm)5 zeC™.

2. Se F € Clxy, ...,z se anula em todos os pontos de V(I), entio F™ € I
para algum n > 1.

Corolario A.3. Seja A =Clzy,...,zn]/I e X = V().
1. As aplicagoes
X — {ideais mazrimais de A} — Homc_44(A, C),

dadas por z — m, /I em — (A — A/m = C), sdo bijecoes. Em particular,
A/m = C para todo ideal mazimal m de A.

2. Um elemento f € A define a func¢do nula em X se e somente se f é
nilpotente. Em particular, se A é reduzida (isto €, nao tem nilpotentes
ndo-nulos), entdo A se identifica a um anel de funcoes em X.

Demonstra¢do. Os ideais maximais de A correspondem aos ideais maximais de
Clz1,...,2m] que contém I, isto é, aos m, D I. Como P € m, se e somente
se P(z) = 0, temos m, D I se e somente se z € X. Um morfismo A — C
é sobrejetivo, logo seu nicleo é maximal; reciprocamente, A/(m,/I) = C via
f— f(z). Isto prova 1. A afirmagao 2 é uma reformulacao da segunda parte
do Nullstellensatz. O
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Observagio A.4 (Morfismos). Seja B = Cly1,...,ys)/J, com Y = V(J). Um
morfismo de C-dlgebras ¢ : A — B é determinado pelas imagens p(z; + ) =
G; + J, e induz a aplicagao polinomial nos pontos

Pt Y — X, w— (Gi(w),...,Gp(w)).

Ela estd bem definida, pois P(Gq,...,Gy) € J para todo P € I. Em termos
do Corolério A.3, ¢, é simplesmente ¥ — ¢ o ¢, de Hom (B, C) em Hom(A4, C).
Note a inversdo do sentido das flechas: para toda f € A, temos ¢(f) = f o v,
isto é, ¢ é o pullback de fungoes ao longo de p,: os pontos vao de Y para X, as
fungoes de X para Y.

Exemplo A.5. 1. Clzy,...,2m] corresponde a X = C™.

2. Clz,271] = Clz,y]/(xy — 1) corresponde & hipérbole {zw = 1}, que se
projeta bijetivamente sobre C\ {0}. Mais geralmente, a localizacao A[1/f]
corresponde ao aberto {z € X : f(z) # 0}.

3. Clz,y]/(zy) corresponde a unido dos dois eixos coordenados. Este anel
nao é um dominio: x e y sdo fungbes nao-nulas, cada uma se anulando
sobre um dos eixos, cujo produto é nulo.

4. Clz]/(x?) corresponde a X = {0}, um tinico ponto. Porém, este anel tem
dimensao 2 sobre C: a classe de x é um nilpotente nao-nulo, que define a
funcio nula em X. Pensamos em C[z]/(2?) como o anel de funcdes de um
ponto munido de uma “diregao infinitesimal”. Este é o anel dos niimeros
duais Cle] da Aula 2: para A = Clz1,...,xy]/] qualquer, os morfismos
A — CJe] correspondem aos pares (z,v) formados por um ponto z € X e
um vetor v € C™ tangente a X em z, isto ¢, tal que ), g—fi(z)vi = 0 para
todo P € 1.

Os exemplos 2, 3 e 4 estédo ilustrados abaixo (pontos reais).

.

—
4
qw=1 — C\ {0} xy =0 Clz]/(z*)

Estes ultimos exemplos ilustram por que a teoria de esquemas, que associa
um espago geométrico a qualquer anel, inclusive com nilpotentes, é a linguagem
natural para os métodos destas notas.
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