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Resumo

As presentes notas correspondem a uma versão estendida do conteúdo
de um minicurso oferecido como parte do programa de verão 2023 do
ICMC-USP, São Carlos. O objetivo foi apresentar, da forma mais au-
tocontida posśıvel, a teoria básica dos diferenciais de Kähler, bem como
dar uma breve introdução à cohomologia de de Rham algébrica. Ferra-
menta básica da álgebra comutativa, os diferenciais de Kähler também
aparecem de maneira essencial em diversos desenvolvimentos da geome-
tria algébrica1 e, portanto, devem interessar a qualquer aluno de pós-
graduação que busca se especializar em áreas correlatas. De fato, este
curso pode ser interpretado como uma introdução aos métodos diferenci-
ais em geometria algébrica.

Aviso sobre IA: esta versão digital foi preparada com o aux́ılio de um mod-
elo de linguagem de inteligência artificial, a partir das notas manuscritas
originais (humanas).

1Temos em mente, por exemplo, a noção de divisor canônico, o teorema de Riemann–Roch,
a dualidade de Serre, etc.
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Plano das aulas

1. Derivações; módulo de diferenciais de Kähler e sua propriedade universal;
primeira e segunda sequências exatas fundamentais; localização e mudança
de base; hipersuperf́ıcies, extensões de corpos, cúspide e curva eĺıptica
afim.

2. Suavidade via levantamentos infinitesimais; números duais e vetores tan-
gentes; módulos projetivos; ΩA/R é projetivo para A suave; dimensão
relativa; álgebras étale; sequências exatas cindidas; regularidade; critério
do jacobiano; um módulo projetivo que não é livre.

3. Potências exteriores; formas diferenciais e derivada exterior; complexo e
cohomologia de de Rham; exemplos; homologia singular e o teorema de
comparação de Grothendieck; perspectivas.

Apêndice: o dicionário entre C-álgebras de tipo finito e conjuntos algébricos;
Nullstellensatz; morfismos; exemplos.
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Aula 1

Pré-requisitos

O leitor deverá estar familiarizado com as noções mais elementares da teoria de
anéis (ideais, quocientes, módulos), bem como com os conceitos de sequência
exata e diagrama comutativo. Em alguns pontos, utilizaremos também as noções
de localização e produto tensorial. Como referências complementares sobre o
módulo de diferenciais, sugerimos [1, §25], [3, Cap. 16] e [4, Seção II.8].

Notação

Todos os anéis serão comutativos e com unidade. Se R é um anel, lembremos
que uma R-álgebra é simplesmente um anel A munido de um morfismo de anéis
R → A. Em particular, uma R-álgebra é um R-módulo. Um morfismo de
R-álgebras é um morfismo de anéis R-linear.

A fim de enfatizar o ponto de vista geométrico impĺıcito nestas notas, ele-
mentos de um anel A serão frequentemente denotados por f (em vez do mais
habitual a), porque devemos pensar A como um anel de funções num certo
espaço. Elementos de R serão denotados por c, pois fazem o papel de funções
constantes. Em geral, morfismos de anéis podem ser pensados como pullback de
funções.

Por exemplo, se R = C e A = C[x, y]/(P ), com P = y2−x2(x+1), pensamos
em A como o anel de funções na curva

X = {(z, w) ∈ C2 : P (z, w) = 0}.

De fato, cada f = F+(P ) ∈ A define uma função X → C, (z, w) 7→ F (z, w), que
não depende da escolha do representante F . Este dicionário entre C-álgebras de
tipo finito e subconjuntos de Cm definidos por equações polinomiais é resumido
no Apêndice. Eis o desenho dos pontos reais de X:

x

y

X
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Derivações

No cálculo diferencial real, a derivada de uma função diferenciável f é uma
função real f ′ definida pelo limite

f ′(t) = lim
h→0

f(t+ h)− f(t)

h
.

A derivada satisfaz as duas propriedades algébricas seguintes:

1. R-linearidade: (f + cg)′ = f ′ + cg′,

2. Regra do produto (ou regra de Leibniz): (fg)′ = f ′g + fg′.

Em álgebra, tomamos as propriedades acima como ponto de partida para uma
noção abstrata de derivação.

Definição 1.1. Seja R um anel, A uma R-álgebra e M um A-módulo. Uma
aplicação D : A→M é dita uma R-derivação se

1. D é R-linear,

2. D satisfaz a regra de Leibniz: D(fg) = D(f)g+fD(g) para todos f, g ∈ A.

O conjunto das R-derivações de A em M é denotado por DerR(A,M). Note
que DerR(A,M) herda do conjunto de aplicações R-lineares HomR(A,M) uma
estrutura natural de A-módulo: a aplicação nula é uma derivação e, se D1, D2

são derivações e f ∈ A, então D1 + fD2 é uma derivação. Quando M = A,
denotamos DerR(A,A) = DerR(A).

Exerćıcio 1.2. A derivada do cálculo pode ser vista como uma derivação no
sentido da Definição 1.1? Se sim, explicite R, A e M . Dica: considere o anel
C∞(R,R) das funções suaves.

Lema 1.3. Sejam R um anel, A uma R-álgebra e M um A-módulo. Seja
D ∈ DerR(A,M).

1. Para todo c ∈ R, D(c) = 0.

2. Para todo n ≥ 1 e todos f1, . . . , fn ∈ A,

D(f1 · · · fn) =
n∑
i=1

f1 · · ·D(fi) · · · fn.

3. Para todo n ≥ 1 e todo f ∈ A, D(fn) = nfn−1D(f). Se f ∈ A×, então a
mesma fórmula vale para todo n ∈ Z.

Demonstração. Como D é R-linear, D(c) = cD(1) para todo c ∈ R. Pela regra
de Leibniz,

D(1) = D(1 · 1) = D(1) · 1 + 1 ·D(1) = 2D(1),

logo D(1) = 0. Isto prova a afirmação 1.
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Para a afirmação 2, procedemos por indução em n. O caso base n = 1 é
trivial. Para f1, . . . , fn ∈ A, temos pela regra de Leibniz

D(f1 · · · fn−1fn) = D(f1 · · · fn−1)fn + f1 · · · fn−1D(fn)

e conclúımos usando a hipótese de indução no primeiro termo.
A fórmula D(fn) = nfn−1D(f) para n ≥ 1 é o caso particular da afirmação

2 em que todos os fi são iguais. Se n = 0, este é o conteúdo da afirmação 1.
Finalmente, se f ∈ A× e n < 0, basta aplicar o que acabamos de demonstrar a
f−1 e −n. Isto termina a demonstração de 3.

Exerćıcio 1.4. DadaD ∈ DerR(A,M), podemos associar a derivação logaŕıtmica

D log : A× −→M , f 7−→ D(f)

f
.

Mostre que a derivação logaŕıtmica transforma produtos em somas: D log(fg) =
D log(f) +D log(g). Calcule D log(fn) para todo n ∈ Z.

Exemplo 1.5. Se A = R[x], então

d

dx
: R[x] −→ R[x],

k∑
n=0

cnx
n 7−→

k∑
n=1

ncnx
n−1

é uma R-derivação de A. De fato, como A é um R-módulo livre gerado pelas
potências de x, segue das propriedades do Lema 1.3 que d

dx é a única R-derivação

de A que satisfaz dx
dx = 1. Em geral, qualquer R-derivação de A é completamente

determinada pelo seu valor em x. Dáı, segue que

DerR(A) = A
d

dx

como A-módulo. Isto é, toda R-derivação D de A se escreve de maneira única
como

D = f
d

dx
, f ∈ A.

Exemplo 1.6. Mais geralmente, suponha que A = R[x1, . . . , xm]. Então, para
cada i ∈ {1, . . . ,m} existe uma única R-derivação ∂

∂xi
que satisfaz

∂xj
∂xi

= δij , j ∈ {1, . . . ,m},

e temos uma identidade de A-módulos

DerR(A) = A
∂

∂x1
⊕ · · · ⊕A

∂

∂xm
.

Isto é, toda R-derivação D de A se escreve de maneira única como

D = f1
∂

∂x1
+ · · ·+ fm

∂

∂xm
, fi ∈ A.
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Observação 1.7. Se M é uma variedade suave, digamos de classe C∞, então
um campo vetorial em M é o mesmo que uma R-derivação do anel de funções
C∞(M,R). O exemplo acima é uma versão puramente algébrica do fato que
todo campo vetorial em Rm é da forma

∑m
i=1 fi

∂
∂xi

para únicas fi ∈ C∞(Rm,R).

Exerćıcio 1.8 (Colchete de Lie). Se D1, D2 ∈ DerR(A), mostre que D1 ◦ D2

não é em geral uma R-derivação de A. Porém, mostre que

[D1, D2] = D1 ◦D2 −D2 ◦D1 ∈ DerR(A).

Em A = R[x1, x2], calcule [x2
∂
∂x1

, ∂
∂x2

]. Dica: expanda D1(D2(fg)) pela re-
gra de Leibniz; os termos cruzados D1(f)D2(g) + D2(f)D1(g) se cancelam no
comutador.

Exerćıcio 1.9. É verdade que, se f ∈ A é tal que D(f) = 0 para todo D ∈
DerR(A), então f ∈ R? Dica: considere A = R[x], onde R é um anel de
caracteŕıstica p > 0.

Exerćıcio 1.10. Mostre que, se D ∈ DerR(A) e n ≥ 1, então

Dn(fg) =

n∑
i=0

(
n

i

)
Di(f)Dn−i(g),

onde Dj denota a composição da derivação D consigo mesma j vezes. Conclua
que, se R é um anel de caracteŕıstica p > 0, então Dp ∈ DerR(A) (use que p
divide

(
p
i

)
para 0 < i < p). Em A = R[x], com R de caracteŕıstica p > 0,

calcule ( ∂∂x )
p e (x ∂

∂x )
p. Em A = R[x1, x2], com R de caracteŕıstica 2, calcule

(x2
∂
∂x1

+ x1
∂
∂x2

)2.

Exerćıcio 1.11 (Identidade de Euler). Em A = R[x1, . . . , xm], seja

D = x1
∂

∂x1
+ · · ·+ xm

∂

∂xm
.

Suponha que R seja uma Q-álgebra e seja n ∈ N. Mostre que D(f) = nf
se e somente se f é um polinômio homogêneo de grau n. Dica: verifique que
D(xa11 · · ·xamm ) = (a1 + · · · + am)xa11 · · ·xamm e decomponha f em componentes
homogêneas.

Exemplo 1.12 (Aplicação: identidade de Newton). Seja A = Z[x1, . . . , xm].
Lembremos que os polinômios simétricos elementares si ∈ A são definidos pela
equação

tm − s1t
m−1 + · · ·+ (−1)msm = (t− x1) · · · (t− xm) (1)

em A[t] e que o teorema fundamental dos polinômios simétricos diz que, dado
um anel comutativo R, qualquer polinômio simétrico em R[x1, . . . , xm] (isto
é, invariante com respeito a permutações arbitrárias das variáveis) pode ser
escrito como um polinômio em s1, . . . , sm com coeficientes em R. Por exemplo,
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x21 + · · ·+ x2m = s21 − 2s2. Em geral, não é fácil descrever uma fórmula expĺıcita
que exprime a soma de potências

pk = xk1 + · · ·+ xkm

como polinômio em s1, . . . , sm, mas a identidade de Newton

ksk = sk−1p1 − sk−2p2 + · · ·+ (−1)k−2s1pk−1 + (−1)k−1s0pk

fornece uma solução recursiva a este problema (note que s0 = 1 e si = 0 para
i > m). Para demonstrar a identidade acima, trabalhamos no anel de séries
formais B = Z[[x1, . . . , xm]] e consideramos a derivação D do Exerćıcio 1.11,
definida em B de maneira análoga. Avaliando (1) em t = −1 e multiplicando a
equação por (−1)m, obtemos

s0 + s1 + · · ·+ sm = (1 + x1) · · · (1 + xm).

Note que cada 1 + xi é invert́ıvel em B e seu inverso é dado explicitamente por∑
n≥0(−1)nxni ∈ B. Aplicando D log na equação acima, segue da identidade de

Euler que:

s1 + 2s2 + · · ·+msm
s0 + s1 + · · ·+ sm

=
x1

1 + x1
+ · · ·+ xm

1 + xm
=

∑
n≥0

(−1)npn+1.

Agora basta multiplicar a equação por s0 + s1 + · · ·+ sm e comparar os termos
homogêneos de grau k.

Módulo de diferenciais, I

Vamos construir agora uma noção dual à noção de derivação.

Teorema 1.13. Seja A uma R-álgebra. Existe um A-módulo ΩA/R munido de
uma R-derivação dA/R : A→ ΩA/R tal que, para todo A-módulo M , a aplicação

HomA(ΩA/R,M) −→ DerR(A,M), ρ 7−→ ρ ◦ dA/R

é bijetiva. O par (ΩA/R, dA/R) é único, a menos de único isomorfismo.

No enunciado acima, HomA(−,−) significa “morfismos de A-módulos”, isto
é, aplicações A-lineares. Em linguagem categórica, estamos dizendo que o end-
ofuntor M 7→ DerR(A,M) na categoria de A-módulos é representável por ΩA/R
e que dA/R ∈ DerR(A,ΩA/R) é o elemento universal. De maneira equivalente,
dada D ∈ DerR(A,M), existe um único ρ ∈ HomA(ΩA/R,M) fazendo o dia-
grama abaixo comutar:

ΩA/R M

A

ρ

dA/R
D
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Demonstração do teorema. Seja F o A-módulo livre gerado pelos śımbolos xf
para todo f ∈ A, ou seja,

F =
⊕
f∈A

Axf .

Seja G o submódulo de F gerado por todos os elementos da forma xf+cg−xf −
cxg e xfg − xfg − fxg, onde f, g ∈ A e c ∈ R, e defina

ΩA/R = F/G.

A classe de xf no quociente é denotada por xf +G = dA/R(f). Assim, obtemos
uma aplicação dA/R : A→ ΩA/R que é uma R-derivação, pois

dA/R(f + cg) = xf+cg +G = xf + cxg +G = dA/R(f) + cdA/R(g),

dA/R(fg) = xfg +G = xfg + fxg +G = dA/R(f)g + fdA/R(g).

Se M é um A-módulo qualquer e D ∈ DerR(A,M), então existe uma única
aplicação A-linear ρ̃ : F → M satisfazendo ρ̃(xf ) = D(f) para todo f ∈ A.
Como D é uma R-derivação, o submódulo G está contido no núcleo de ρ̃. Logo,
existe uma única aplicação A-linear ρ : ΩA/R →M tal que ρ(xf +G) = ρ̃(xf ) =
D(f). Ou seja, D = ρ ◦ dA/R.

Seja (Ω′
A/R, d

′
A/R) um outro par satisfazendo as propriedades do enunciado.

Por um lado, existe uma única aplicação A-linear ρ : ΩA/R → Ω′
A/R tal que

d′A/R = ρ ◦ dA/R. Por outro lado, existe uma única aplicação A-linear ρ′ :

Ω′
A/R → ΩA/R tal que dA/R = ρ′ ◦ d′A/R. Pela unicidade, temos que ρ′ ◦ ρ =

idΩA/R
e ρ ◦ ρ′ = idΩ′

A/R
. Assim, ρ é o único isomorfismo entre os A-módulos

ΩA/R e Ω′
A/R que identifica dA/R com d′A/R.

Definição 1.14. O A-módulo ΩA/R é o módulo dos diferenciais de Kähler de
A sobre R ou módulo das 1-formas diferenciais de A sobre R. A derivação
dA/R : A→ ΩA/R é chamada de derivada exterior de A sobre R.

Observação 1.15. Há ainda quem diga que os elementos de ΩA/R são diferen-
ciais relativos, pois dependem da estrutura de A como R-álgebra, ou seja, são
diferenciais em A relativamente a R.

Quando não houver possibilidade de confusão, empregaremos a notação mais
econômica dA/R = d.

Concretamente, toda 1-forma diferencial ω ∈ ΩA/R pode se escrever (não-
unicamente) como

ω = g1df1 + · · ·+ gndfn

para algum n ≥ 1 e alguns fi, gi ∈ A, onde manipulamos os “śımbolos” dfi de
acordo com as propriedades de uma derivação. Por exemplo, se f1, f2, g ∈ A e
f = f1f2, então

gdf = gf1df2 + gf2df1

em ΩA/R.
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Lembremos que, se M é um A-módulo, o seu dual é o A-módulo

M∨ = HomA(M,A).

O corolário a seguir formaliza a ideia de que o módulo de 1-formas diferenciais
é dual ao módulo de derivações.

Corolário 1.16. Se A é uma R-álgebra, então

Ω∨
A/R −→ DerR(A), φ 7−→ φ ◦ d

é um isomorfismo de A-módulos.

Demonstração. A bijetividade da aplicação do enunciado é consequência do Teo-
rema 1.13 (tome M = A). A A-linearidade segue imediatamente da definição
das estruturas de A-módulo em Ω∨

A/R e em DerR(A).

Segue do corolário acima que, em geral, o módulo de diferenciais é mais
fundamental do que o módulo de derivações, no sentido que podemos definir
DerR(A) a partir de ΩA/R. Apenas em casos particulares, onde a R-álgebra A
é bem comportada (ver exemplo abaixo), que ΩA/R será um A-módulo reflexivo
(isto é, isomorfo ao seu bidual), e que teremos portanto ΩA/R ∼= DerR(A)

∨.

Exemplo 1.17. Se A = R[x1, . . . , xm], então ΩA/R é o módulo livre gerado por
dx1, . . . , dxm:

ΩA/R = Adx1 ⊕ · · · ⊕Adxm

e d : A→ ΩA/R é dada explicitamente por

df =
∂f

∂x1
dx1 + · · ·+ ∂f

∂xm
dxm.

Para nos certificarmos que ΩA/R assim definido é de fato o módulo de 1-formas
diferenciais, basta verificar a propriedade universal do Teorema 1.13 (exerćıcio).

Observação 1.18. Considere a R-álgebra de séries formais A = R[[x1, . . . , xm]].
Embora o módulo de derivações DerR(A) seja o módulo livre gerado por ∂

∂xi
, o

módulo de diferenciais ΩA/R não é o módulo livre gerado por dxi. Em geral,
ΩA/R não é nem finitamente gerado!

Exerćıcio 1.19 (Regra da cadeia). Seja A uma R-álgebra, f1, . . . , fm ∈ A,
P ∈ R[x1, . . . , xm] e f = P (f1, . . . , fm). Mostre que

df =
∂P

∂x1
(f1, . . . , fm)df1 + · · ·+ ∂P

∂xm
(f1, . . . , fm)dfm

em ΩA/R. Se f = 0 (isto é, f1, . . . , fm satisfazem uma relação algébrica com
coeficientes em R), o que podemos dizer dos diferenciais df1, . . . , dfm? Dica:
ambos os lados são R-lineares em P ; para monômios, use o Lema 1.3.

Definição 1.20. Dizemos que ω ∈ ΩA/R é exata se existe f ∈ A tal que df = ω.
Neste caso, dizemos que f é uma primitiva de ω.
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Exerćıcio 1.21 (Lema de Poincaré algébrico). Suponha que R seja uma Q-
álgebra (isto é, Q ⊂ R). Mostre que uma 1-forma diferencial ω = f1dx1 + · · ·+
fmdxm ∈ ΩR[x1,...,xm]/R é exata se e somente se

∂fi
∂xj

=
∂fj
∂xi

para todos i, j,

e descreva todas as primitivas explicitamente. Em particular, se m = 1, toda
1-forma é exata. O que pode dar errado em caracteŕıstica p > 0? Dica: por
linearidade, podemos supor que todos os fi são homogêneos de grau n−1; neste
caso, use a identidade de Euler para mostrar que f = 1

n

∑
i xifi é uma primitiva.

Exerćıcio 1.22. Seja R um anel qualquer e A = R[x, x−1] o anel dos polinômios
de Laurent com coeficientes em R. Mostre que dx/x ∈ ΩA/R não é exata. Em
geral, mostre que ΩA/R = Adx e encontre um critério simples para determinar se
uma 1-forma diferencial em ΩA/R é exata ou não. Dica: escreva ω =

∑
i cix

i dx

e compare com d
(∑

i aix
i
)
.

Exerćıcio 1.23. O objetivo deste exerćıcio é fornecer uma construção alterna-
tiva para o módulo de diferenciais ΩA/R. Seja I ⊂ A⊗RA o ideal de aumentação,
definido como o núcleo do morfismo

A⊗R A −→ A, f ⊗ g 7−→ fg.

1. Mostre que as estruturas de A-álgebra à direita e à esquerda de A ⊗R A
induzem a mesma estrutura de A-módulo no quociente I/I2.

2. Mostre que a aplicação

δ : A −→ I/I2, f 7−→ 1⊗ f − f ⊗ 1 + I2

é uma R-derivação.

3. Seja M um A-módulo e defina AM = A⊕M . Mostre que a operação

(f,m) · (g, n) = (fg, fn+ gm)

induz uma estrutura de A-álgebra em AM e queM se identifica a um ideal
de AM satisfazendo M2 = 0.

4. Se D ∈ DerR(A,M), mostre que

A⊗R A −→ AM , f ⊗ g 7−→ (fg, fDg)

é um morfismo de R-álgebras que envia o ideal I ao ideal M .

5. Conclua que o par (I/I2, δ) satisfaz a propriedade universal do Teorema
1.13.
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Módulo de diferenciais, II

Um morfismo de R-álgebras φ : A→ B induz uma aplicação A-linear

ΩA/R −→ ΩB/R, gdA/R(f) 7−→ φ(g)dB/R(φ(f)),

que se estende a uma aplicação B-linear, também denotada por φ por abuso:

φ : B ⊗A ΩA/R −→ ΩB/R.

Como B é uma A-álgebra via φ, também podemos considerar os B-módulos
ΩB/A e ΩB/R, que estão relacionados por uma aplicação B-linear natural

ΩB/R −→ ΩB/A, dB/R(f) 7−→ dB/A(f).

Teorema 1.24 (Primeira sequência exata fundamental). Com as notações
acima, temos uma sequência exata de B-módulos

B ⊗A ΩA/R ΩB/R ΩB/A 0.
φ

A demonstração do teorema acima se apoiará sobre o seguinte fato geral,
cuja demonstração deixamos como exerćıcio para o leitor.

Lema 1.25. Seja B um anel. Uma sequência de B-módulos

M ′ M M ′′ 0

é exata se e somente se, para todo B-módulo N , a sequência de B-módulos
induzida

0 HomB(M
′′, N) HomB(M,N) HomB(M

′, N)

é exata. □

Demonstração do teorema. Pelo Lema 1.25, basta mostrar que, para todo B-
módulo N , a sequência

0 HomB(ΩB/A, N) HomB(ΩB/R, N)

HomB(B ⊗A ΩA/R, N)

é exata. Note que existe um isomorfismo natural

HomA(ΩA/R, N) ∼= HomB(B ⊗A ΩA/R, N).

Então, segue do Teorema 1.13 que a sequência acima é isomorfa a

0 DerA(B,N) DerR(B,N) DerR(A,N).
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A aplicação DerA(B,N) → DerR(B,N) é injetiva pois é induzida pela inclusão
HomA(B,N) ⊂ HomR(B,N). Note que a aplicação DerR(B,N) → DerR(A,N)
é dada por D 7→ D ◦ φ. Se D ∈ DerA(B,N), então D ◦ φ = 0 pela primeira
afirmação do Lema 1.3. Reciprocamente, se D ∈ DerR(B,N) é tal que D ◦
φ = 0, então segue da regra de Leibniz que D é A-linear, isto é que D ∈
DerA(B,N).

Exemplo 1.26. Seja A = R[x1], B = R[x1, x2] e φ : A → B a inclusão.
Denotemos, para simplificar, todas as diferenciais dA/R, dB/R e dB/A por d.
Temos:

ΩA/R = Adx1, ΩB/R = Bdx1 ⊕Bdx2, ΩB/A = Bdx2,

de forma que a primeira sequência exata fundamental é simplesmente

Bdx1 Bdx1 ⊕Bdx2 Bdx2 0.

Geometricamente (digamos, para R = C), A é o anel de funções da reta, B é o
anel de funções do plano e φ corresponde à projeção π : C2 → C, (z1, z2) 7→ z1.
A sequência exata acima expressa que uma 1-forma no plano se decompõe numa
parte “horizontal”, vinda da reta, e numa parte “vertical”, ao longo das fibras
de π.

C2

C

π

z1

π−1(z1)

Corolário 1.27. Seja A uma R-álgebra e S ⊂ A um subconjunto multiplicativo.
A aplicação natural

S−1ΩA/R −→ ΩS−1A/R,
df

s
7−→ 1

s
d

(
f

1

)
é um isomorfismo de S−1A-módulos.

Demonstração. Note que S−1A⊗A ΩA/R se identifica a S−1ΩA/R via f
s ⊗ ω 7→

fω
s . Temos então uma sequência exata

S−1ΩA/R ΩS−1A/R ΩS−1A/A 0.
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Se f ∈ S−1A, então existe s ∈ S tal que sf ∈ A. Logo, 0 = d(sf) = fds+sdf =
sdf . Segue que df = 0, pois s é unidade em S−1A. Portanto, ΩS−1A/A = 0.
Resta mostrar que S−1ΩA/R → ΩS−1A/R é injetivo. Para isto, basta notar que

ΩS−1A/R −→ S−1ΩA/R, d

(
f

s

)
7−→ df

s
− fds

s2

está bem definida e define um inverso à esquerda S−1A-linear de S−1ΩA/R →
ΩS−1A/R.

Exemplo 1.28. Suponha que R = k seja um corpo e que A seja um domı́nio.
SejaK o corpo de frações deA. Então podemos identificar ΩK/k comK⊗AΩA/k.
Por exemplo, se A = k[x1, . . . , xm], então K = k(x1, . . . , xm) e

ΩK/k ∼= Kdx1 ⊕ · · · ⊕Kdxm.

Observação 1.29. Na situação do exemplo acima, notemos que nem sempre a
aplicação natural ΩA/k → ΩK/k é injetiva (isto é, nem sempre podemos enxergar
ΩA/k dentro de ΩK/k). Isto se reduz a decidir se o A-módulo ΩA/k tem torção
ou não.

Proposição 1.30 (Mudança de base). Seja A uma R-álgebra, R → R′ um
morfismo de anéis e A′ = R′ ⊗R A, vista como R′-álgebra. Então existe um
isomorfismo de A′-módulos

A′ ⊗A ΩA/R
∼−→ ΩA′/R′ , a′ ⊗ df 7−→ a′ dA′/R′(1⊗ f).

Demonstração. Denotemos ι : A → A′, f 7→ 1 ⊗ f . Seja M um A′-módulo.
Afirmamos que

DerR′(A′,M) −→ DerR(A,M), D′ 7−→ D′ ◦ ι

é bijetiva. Ela é injetiva pois A′ é gerado como R′-módulo por ι(A), e D′(r′ ⊗
f) = r′D′(1 ⊗ f). Para a sobrejetividade, dada D ∈ DerR(A,M), a aplicação
R′×A→M , (r′, f) 7→ r′D(f), é R-bilinear, logo induz uma aplicação R′-linear
D′ : A′ → M com D′(r′ ⊗ f) = r′D(f); a regra de Leibniz para D′ se verifica
em tensores puros:

D′((r1 ⊗ f1)(r2 ⊗ f2)
)
= r1r2

(
f1D(f2) + f2D(f1)

)
= (r1 ⊗ f1)D

′(r2 ⊗ f2) + (r2 ⊗ f2)D
′(r1 ⊗ f1).

Aplicando isto a M = A′ ⊗A ΩA/R e D = (1 ⊗ 1) ⊗ dA/R, obtemos uma R′-
derivação δ : A′ → A′⊗AΩA/R com δ(r′⊗f) = (r′⊗1)⊗dA/Rf . Basta verificar
que o par (A′ ⊗A ΩA/R, δ) satisfaz a propriedade universal do Teorema 1.13.
Se D′ ∈ DerR′(A′,M), então D′ ◦ ι ∈ DerR(A,M) corresponde a uma única
aplicação A-linear ρ : ΩA/R → M com ρ ◦ dA/R = D′ ◦ ι, isto é, a uma única
aplicação A′-linear ρ′ : A′⊗AΩA/R →M com ρ′◦δ◦ι = D′◦ι. Pela injetividade
acima, a última condição equivale a ρ′◦δ = D′. Pela unicidade no Teorema 1.13,
o isomorfismo resultante A′ ⊗A ΩA/R → ΩA′/R′ envia δ(1 ⊗ f) = (1 ⊗ 1) ⊗ df
em dA′/R′(1⊗ f), isto é, é a aplicação do enunciado.
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Note que A′ ⊗A ΩA/R ∼= R′ ⊗R ΩA/R. Por exemplo, se A é uma Z-álgebra e
p é primo, tomando R′ = Fp obtemos Ω(A/pA)/Fp

∼= ΩA/Z/pΩA/Z: diferenciais
comutam com redução módulo p.

Exerćıcio 1.31. Sejam A e B duas R-álgebras e C = A⊗R B. Mostre que

ΩC/R ∼= (C ⊗A ΩA/R)⊕ (C ⊗B ΩB/R).

Dica: denotando iA : A → C e iB : B → C as aplicações naturais, mostre que,
para todo C-móduloM , a aplicação DerR(C,M) → DerR(A,M)×DerR(B,M),
D 7→ (D ◦ iA, D ◦ iB), é bijetiva, com inversa (D1, D2) 7→

(
f ⊗ g 7→ g D1(f) +

f D2(g)
)
. Reencontre assim ΩR[x1,...,xm]/R a partir do caso m = 1.

Teorema 1.32 (Segunda sequência exata fundamental). Suponha que B = A/I
para algum ideal I de A e que φ : A → B seja a aplicação quociente. Então,
temos uma aplicação B-linear bem definida

I/I2 −→ B ⊗A ΩA/R, f + I2 7−→ 1⊗ dA/R(f)

e uma sequência exata de B-módulos

I/I2 B ⊗A ΩA/R ΩB/R 0.
φ

(2)

Demonstração. Note que podemos identificar ΩA/R/IΩA/R com B⊗AΩA/R via
ω + IΩA/R 7→ 1⊗ ω. Considere a aplicação R-linear

I −→ ΩA/R/IΩA/R, f 7−→ df + IΩA/R,

onde d = dA/R. Se f, g ∈ I, então

d(fg) = fdg + gdf ∈ IΩA/R,

donde deduzimos que a aplicação anterior se fatora por uma aplicação R-linear

I/I2 −→ ΩA/R/IΩA/R, f + I2 7−→ df + IΩA/R. (3)

Note que ambos o domı́nio e o contradomı́nio são B-módulos de maneira natural.
Por exemplo, se g + I ∈ B e f + I2 ∈ I/I2, então

(g + I)(f + I2) = gf + I2,

pois f ∈ I. Como

d(gf) + IΩA/R = gdf + fdg + IΩA/R = gdf + IΩA/R = (g + I)(df + IΩA/R),

conclúımos que a aplicação (3) é B-linear, o que finaliza a prova da primeira
afirmação do enunciado.
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Pelo Lema 1.25, a sequência (2) é exata se e somente se

0 HomB(ΩB/R, N) HomB(B ⊗A ΩA/R, N)

HomB(I/I
2, N)

é exata para todo B-módulo N . Usando o Teorema 1.13 e o fato que I/I2 é
isomorfo a B ⊗A I, obtemos

0 DerR(B,N) DerR(A,N) HomA(I,N)

onde todas as aplicações são induzidas pelas composições naturais. Em partic-
ular, DerR(A,N) → HomA(I,N) é dada pela restrição D 7→ D|I e a verificação
da exatidão da sequência acima é imediata.

Corolário 1.33. Se φ : A→ B é sobrejetiva, então ΩB/A = 0.

Demonstração. Segue imediatamente da combinação entre a primeira e a se-
gunda sequência exata fundamental. Ou ainda, segue da parte 1 do Lema
1.3.

Exemplo 1.34 (Hipersuperf́ıcies afins). Seja A = R[x1, . . . , xm], P ∈ A não-
constante e B = A/(P ). Denotemos d = dA/R, de forma que

ΩA/R = Adx1 ⊕ · · · ⊕Adxm e dP =
∂P

∂x1
dx1 + · · ·+ ∂P

∂xm
dxm.

Segue então do Teorema 1.32 que

ΩB/R ∼=
B ⊗A ΩA/R

B(1⊗ dP )
∼=
B(1⊗ dx1)⊕ · · · ⊕B(1⊗ dxm)

B(1⊗ dP )
.

Na prática, costumamos cometer o abuso de denotar 1⊗ df = df , donde

ΩB/R ∼=
Bdx1 ⊕ · · · ⊕Bdxm

BdP
∼=

B⊕m

B( ∂P∂x1
, . . . , ∂P∂xm

)
.

Exerćıcio 1.35. Calcule DerR(B) explicitamente. Dica: pelo Corolário 1.16,
uma R-derivação D de B é determinada por (D(x1), . . . , D(xm)) ∈ Bm, sujeito
à condição

∑
i
∂P
∂xi

D(xi) = 0.

Exemplo 1.36 (Extensões de corpos). Seja K um corpo e L = K[x]/(P ), com
P ∈ K[x] irredut́ıvel; denote por α a classe de x. Pelo Exemplo 1.34,

ΩL/K ∼=
Ldx

LP ′(α) dx
.

Se P é separável, então P ′(α) ̸= 0 e, como L é um corpo, ΩL/K = 0. Por outro
lado, seja k um corpo de caracteŕıstica p > 0, L = k(t) e K = k(s), onde s = tp.
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Então L = K[x]/(xp − s) (o polinômio xp − s é irredut́ıvel sobre K) e, como
d
dx (x

p − s) = pxp−1 = 0,
ΩL/K = Ldt ̸= 0.

Note que d(tp) = ptp−1dt = 0, como deveria, já que tp ∈ K.

Exerćıcio 1.37. Seja L/K uma extensão finita de corpos. Mostre que ΩL/K =
0 se e somente se L/K é separável. Dica: se L/K é separável, use o teorema do
elemento primitivo e o exemplo acima. Reciprocamente, se L/K não é separável,
existe um corpo intermediário K ⊂ L′ ⊊ L tal que L = L′(β) com βp ∈ L′

(verifique que xp − βp é irredut́ıvel sobre L′); use a primeira sequência exata
fundamental para obter uma sobrejeção ΩL/K → ΩL/L′ ̸= 0.

Exemplo 1.38 (Curva cuspidal afim). Seja R = C e A = C[x, y]/(y2 − x3).
Então

ΩA/C ∼=
Adx⊕Ady

A(−3x2dx+ 2ydy)
.

Seja ω = 3ydx− 2xdy ∈ ΩA/C. Então

yω = 3y2dx− 2xydy = 3y2dx− 3x3dx = 0.

Como ambos ω ̸= 0 em ΩA/C e y ̸= 0 em A, segue que o A-módulo ΩA/C
tem torção não-trivial (cf. Observação 1.29). Este fenômeno está ligado à
singularidade da curva algébrica X = {(z, w) ∈ C2 : w2 = z3} na origem
(desenho dos pontos reais):

x

y

singularidade

Exemplo 1.39 (Curva eĺıptica afim). Seja R = C, A = C[x, y], P = y2 − Q,
onde Q = x3 + x, e B = A/(P ). Os pontos reais da curva X = {(z, w) ∈ C2 :
w2 = z3 + z} são desenhados abaixo.
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x

y

X

Afirmação: o B-módulo ΩB/C é livre de posto 1. Segue do Exemplo 1.34
que ΩB/C é gerado por dx e dy, satisfazendo a relação

dP = −Q′dx+ 2ydy = 0,

onde Q′ = dQ
dx = 3x2 + 1. Como Q e Q′ são coprimos, existem F,G ∈ C[x] tais

que
FQ+GQ′ = 1.

De fato, podemos tomar F = −9x/2 e G = 3x2/2 + 1. Seja

ω = Fydx+ 2Gdy.

Então

yω = Fy2dx+ 2Gydy = FQdx+ 2Gydy

= (1−GQ′)dx+ 2Gydy = (1−GQ′)dx+GQ′dx = dx.

De maneira similar, mostramos que

Q′

2
ω = · · · = dy.

Isto mostra que ΩB/C é gerado por ω. O final da demonstração fica como
exerćıcio para o leitor.

Exerćıcio 1.40. Com as notações do exemplo acima, mostre que não existe
f ∈ B não-nulo tal que fω ∈ BdP . Dica: escreva fω = g dP em coordenadas
na base dx, dy, use FQ + GQ′ = 1 para concluir que g = 0, e lembre que B é
um domı́nio.

Observação 1.41. No exemplo acima, se L é o corpo de frações de B, então a
aplicação natural ΩB/C → ΩL/C é injetiva. Em ΩL/C, podemos escrever

ω =
dx

y
.

A 1-forma acima é conhecida na literatura clássica como “1-forma do primeiro
tipo”. Geometricamente, os pontos complexos de X formam uma curva eĺıptica
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(topologicamente, um toro) da qual removemos um ponto, o “ponto no infinito”.
A forma ω = dx/y se estende a uma 1-forma holomorfa sem zeros no toro inteiro.

× ∞
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Aula 2

Suavidade, I

O conceito de suavidade para uma R-álgebra A é uma versão algébrica da noção
de submersão em geometria diferencial. Por exemplo, veremos que C[x, y] é
uma C[x]-álgebra suave, o que corresponde ao fato que a projeção na primeira
coordenada C2 → C é uma submersão (cf. o desenho do exemplo após a primeira
sequência exata fundamental). Quando R é um corpo, a suavidade se reduz à
“ausência de singularidades”. Por exemplo, se R = C e A = C[x, y]/(P ), com
P ∈ C[x, y] não-nulo, então A é uma C-álgebra suave se e somente se a curva
algébrica X = {(z, w) ∈ C2 : P (z, w) = 0} não tem singularidades.

A ideia chave nesta formulação puramente algébrica de suavidade reside na
utilização sistemática de anéis com elementos nilpotentes (i.e., f ∈ A tal que
fn = 0 para algum n ∈ N). Para mais detalhes sobre álgebras suaves, veja [1,
§25 e §28] e [5].

Definição 2.1. Seja R um anel. A R-álgebra dos números duais é definida por

R[ε] = R[t]/(t2), ε = t+ (t2).

Assim, um elemento de R[ε] se escreve de maneira única como c0+ c1ε, com
c0, c1 ∈ R, e a multiplicação é dada por (c0+c1ε)(c

′
0+c

′
1ε) = c0c

′
0+(c0c

′
1+c1c

′
0)ε.

Vejamos um exemplo simples de como nilpotentes se relacionam com conceitos
diferenciais.

Exemplo 2.2. Seja R = C e A = C[x, y]/(P ), com P ̸= 0. Um morfismo de
C-álgebras

φ : A −→ C[ε]

é inteiramente determinado pelas imagens de x+ (P ) e y + (P ). Denotemos

φ(x+ (P )) = z + v1ε, φ(y + (P )) = w + v2ε.

Para que φ esteja bem definido, é necessário e suficiente que

P (z + v1ε, w + v2ε) = 0 (4)

em C[ε]. Pela “fórmula de Taylor”, se S é uma R-álgebra e a, b ∈ S, então

P (x, y) = P (a, b) +
∂P

∂x
(a, b)(x− a) +

∂P

∂y
(a, b)(y − b) + (x− a, y − b)2

em S[x, y]. Em particular, temos

P (z + v1ε, w + v2ε) = P (z, w) +

(
∂P

∂x
(z, w)v1 +

∂P

∂y
(z, w)v2

)
ε,

de forma que (4) é equivalente a

P (z, w) = 0,
∂P

∂x
(z, w)v1 +

∂P

∂y
(z, w)v2 = 0.

19



Geometricamente, a primeira equação acima diz que (z, w) é um ponto na curva
algébrica X definida por P = 0. A segunda diz que (v1, v2) é um vetor tangente
a X no ponto (z, w).

X
(z, w)

(v1, v2)

Num ponto singular, a segunda condição pode não impor restrição alguma.
Por exemplo, para P = y2 − x2(x + 1) e (z, w) = (0, 0), temos ∂P

∂x (0, 0) =
∂P
∂y (0, 0) = 0, de forma que todo vetor (v1, v2) ∈ C2 é “tangente” a X na
origem, embora X seja uma curva:

X

Definição 2.3. Dizemos que uma R-álgebra A é suave se A é de presentação
finita e se, para todo diagrama de R-álgebras da forma

A

R S S/I

φ0

onde I é um ideal de S satisfazendo I2 = 0, existe um morfismo de R-álgebras
φ : A→ S fazendo o diagrama

A

R S S/I

φ0

φ

comutar. O morfismo φ é dito um levantamento de φ0. (Em [1, §25], a pro-
priedade de levantamento, sem a hipótese de presentação finita, é chamada de
0-suavidade.)

Observação 2.4 (Suavidade e submersão). Suponha que R e A sejam C-álgebras
de tipo finito, correspondendo a variedades algébricas não-singulares Y e X.
Considerando que morfismos para C[ε] correspondem a “vetores tangentes”, a
suavidade de A como R-álgebra corresponde ao fato que a aplicação tangente
de X para Y é sobrejetiva.
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Exerćıcio 2.5. Mostre que A = R[x1, . . . , xm] é uma R-álgebra suave. Dica:
um morfismo de R-álgebras A → S/I é determinado pelas imagens dos xi;
escolha levantamentos arbitrários em S.

Exemplo 2.6. Seja R = C, A = C[x, y]/(P ), onde P ̸= 0. Mostremos que A é
suave se e somente se P , ∂P∂x ,

∂P
∂y são coprimos, isto é,(
P,
∂P

∂x
,
∂P

∂y

)
= C[x, y]. (5)

Pelo Nullstellensatz, a condição acima é equivalente à condição geométrica
seguinte: para todo (z, w) tal que P (z, w) = 0, temos

∇P (z, w) =
(
∂P

∂x
(z, w),

∂P

∂y
(z, w)

)
̸= (0, 0).

Mostremos primeiro a ida. Seja A(1) = C[x, y]/(P 2). Geometricamente, A(1) é
o anel de funções de uma “vizinhança infinitesimal de primeira ordem” de X no
plano:

X

Consideremos o diagrama

A

C A(1) A

id
ψ

Como ψ é um levantamento da identidade, existem f1, f2 ∈ C[x, y] tais que

ψ(x+ (P )) = x+ f1P + (P 2), ψ(y + (P )) = y + f2P + (P 2),

com
P (x+ f1P, y + f2P ) ∈ (P 2).

Pela fórmula de Taylor, a última condição acima é equivalente a

1 +
∂P

∂x
f1 +

∂P

∂y
f2 ∈ (P ),

que, por sua vez, é equivalente a (5). Para a volta, observamos que, se P , ∂P∂x ,
∂P
∂y são coprimos, então existe um morfismo de C-álgebras ψ : A → A(1) como
acima. Considere um diagrama da forma

A

C S S/I

φ0
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com I2 = 0. Se h1, h2 ∈ S são tais que φ0(x+(P )) = h1+I e φ0(y+(P )) = h2+I,
então podemos completar um diagrama comutativo

A(1) A

S S/I

φ1 φ0

onde φ1(x + (P 2)) = h1 e φ1(y + (P 2)) = h2. Note que φ1 está bem definida
pois I2 = 0. Agora basta notar que φ = φ1 ◦ ψ : A → S é um levantamento de
φ0 : A→ S/I.

Exerćıcio 2.7. Generalize o exemplo acima para A = C[x1, . . . , xm]/(P ). Dica:
a condição passa a ser (P, ∂P∂x1

, . . . , ∂P∂xm
) = C[x1, . . . , xm], e o levantamento ψ é

constrúıdo com m polinômios f1, . . . , fm.

Suavidade, II

Seja A um anel. Lembremos que um A-módulo M é dito projetivo se toda
sequência exata curta de A-módulos da forma

0 K N M 0

cinde. De maneira equivalente, M é projetivo se toda aplicação sobrejetiva
A-linear N →M admite uma seção A-linear.

Exerćıcio 2.8. Mostre que:

1. O A-módulo trivial A é projetivo.

2. Soma direta arbitrária de A-módulos projetivos é projetiva.

Conclua que todo A-módulo livre é projetivo. O que acontece se A é um corpo?
Dica: uma aplicação A-linear A→ N é determinada pela imagem de 1.

Exemplo 2.9. Nem todo módulo projetivo é livre. Se A = Z[
√
−5] e I =

(2, 1 +
√
−5), então I é um A-módulo projetivo. De fato, pode-se verificar que,

dada uma sobrejeção π : N → I, onde π(n1) = 1 +
√
−5 e π(n2) = 2, então

s : I → N , s(2a+(1+
√
−5)b) = ((1−

√
−5)a+3b)n1−(2a+(1+

√
−5)b)n2

define uma seção A-linear de π (note que (1−
√
−5)a+ 3b = 1−

√
−5

2 (2a+ (1 +√
−5)b), de forma que s só depende do elemento 2a + (1 +

√
−5)b ∈ I, e não

da escolha de a, b). O A-módulo I não é livre pois não é principal. Exerćıcio:
mostre que um ideal não-nulo I de um domı́nio A é um A-módulo livre se e
somente se I é principal.

Exerćıcio 2.10. Mostre que M é projetivo se e somente se é fator direto de
um módulo livre. Isto é, existe um módulo livre F e um módulo M ′ tais que
F = M ⊕M ′. Dica: para a ida, aplique a definição a uma sobrejeção F → M ,
com F livre; para a volta, mostre que um fator direto de um módulo projetivo
é projetivo.
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Lembremos que, se p é um ideal primo de A e M é um A-módulo, então
Mp = S−1M denota a localização deM com respeito ao conjunto multiplicativo
S = A \ p. A localização Ap possui uma estrutura natural de A-álgebra, de
maneira que Mp é isomorfo a Ap ⊗AM .

Teorema 2.11. Seja M um A-módulo de presentação finita. As afirmações
seguintes são equivalentes:

1. M é projetivo.

2. Mp é um Ap-módulo livre para todo ideal primo p de A.

3. Mm é um Am-módulo livre para todo ideal maximal m de A.

Demonstração. Veja [1, Teorema 2.5 e Teorema 7.12]

Sintetizamos o teorema acima no enunciado “um módulo de presentação
finita é projetivo se e somente se é localmente livre”. Em particular, se A é
um anel local (isto é, A possui apenas um único ideal maximal), então vale a
rećıproca do Exerćıcio 2.8: todo A-módulo projetivo de presentação finita é livre
(pelo teorema de Kaplansky [1, Teorema 2.5], a hipótese de presentação finita
é na verdade desnecessária).

Definição 2.12. SejaM um A-módulo projetivo de presentação finita. O posto
de M em p é o único r ∈ N tal que Mp

∼= A⊕r
p . Se o posto é igual a r em todos

os primos, dizemos simplesmente que r é o posto de M .

Exemplo 2.13. Suponha que A seja um domı́nio e seja K = Frac(A), de forma
que K é a localização de A no ideal primo (0). Então o posto de um A-módulo
projetivo M é igual a dimK(K ⊗AM).

Teorema 2.14. Seja A uma R-álgebra.

1. Se B é uma A-álgebra suave, então a sequência

0 B ⊗A ΩA/R ΩB/R ΩB/A 0

é exata e admite uma cisão.

2. Se B = A/I é uma R-álgebra suave, então a sequência

0 I/I2 B ⊗A ΩA/R ΩB/R 0

é exata e admite uma cisão.

(Cf. [1, Teoremas 25.1 e 25.2].)

Lembremos que, se M é um A-módulo, denotamos por AM = A⊕M o anel
com multiplicação (f,m)(g, n) = (fg, fn+ gm), no qual M = 0⊕M é um ideal
de quadrado nulo e AM/M ∼= A (cf. Exerćıcio 1.23). A observação chave é a
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seguinte: se ψ : A→ C é um morfismo de anéis e N é um C-módulo, então uma
aplicação da forma

A −→ CN , f 7−→ (ψ(f), D(f))

é um morfismo de anéis se e somente se D : A→ N satisfaz a regra de Leibniz,
e é R-linear se e somente se D é R-linear. Em outras palavras, levantamentos
de ψ a CN são o mesmo que derivações D ∈ DerR(A,N).

Demonstração. 1. Pela primeira sequência exata fundamental, basta construir
uma retração B-linear r : ΩB/R → B ⊗A ΩA/R da aplicação φ : B ⊗A ΩA/R →
ΩB/R (de fato, a existência de r implica que φ é injetiva e que a sequência
cinde). Seja N = B ⊗A ΩA/R e considere o anel BN . Pela observação acima,

A −→ BN , f 7−→ (φ(f), 1⊗ dA/Rf)

é um morfismo de R-álgebras, que faz de BN uma A-álgebra. A projeção BN →
BN/N = B é então um morfismo de A-álgebras, e N2 = 0. Como B é uma
A-álgebra suave, a identidade B → B admite um levantamento σ : B → BN que
é um morfismo de A-álgebras. Necessariamente, σ(b) = (b,D(b)) para alguma
D ∈ DerR(B,N) e, como σ é A-linear, D(φ(f)) = 1⊗ dA/Rf para todo f ∈ A.
Seja r : ΩB/R → N a aplicação B-linear correspondente a D pelo Teorema 1.13.
Então

r(φ(b⊗ dA/Rf)) = r(b dB/Rφ(f)) = bD(φ(f)) = b⊗ dA/Rf,

isto é, r ◦ φ = id.
2. Pela segunda sequência exata fundamental, basta construir uma retração

B-linear da aplicação I/I2 → B ⊗A ΩA/R. Considere a R-álgebra S = A/I2 e
seu ideal I/I2, de quadrado nulo, de forma que S/(I/I2) = B. Como B é uma
R-álgebra suave, a identidade de B admite um levantamento σ : B → A/I2 que
é um morfismo de R-álgebras. Denotemos por π : A → B a projeção e por f a
classe de f ∈ A em A/I2, e definimos

δ : A −→ I/I2, f 7−→ f − σ(π(f)).

Note que δ de fato toma valores em I/I2, pois σ é um levantamento. Como
I/I2 é um B-módulo, também é um A-módulo via π. Afirmamos que δ ∈
DerR(A, I/I

2). A R-linearidade é clara. Para a regra de Leibniz, escrevemos
f = σ(π(f)) + δ(f) e calculamos em A/I2:

fg = f g = σ(π(f))σ(π(g)) + σ(π(f))δ(g) + σ(π(g))δ(f) + δ(f)δ(g).

O último termo é nulo, pois (I/I2)2 = 0, e σ(π(f))δ(g) = fδ(g), pois a estrutura
de A/I2-módulo de I/I2 se fatora por B e σ(π(f)) ≡ f mod I/I2. Como σ é
multiplicativa, conclúımos que δ(fg) = fδ(g) + gδ(f). Pelo Teorema 1.13, δ
induz uma aplicação A-linear ΩA/R → I/I2 e portanto uma aplicação B-linear

r : B ⊗A ΩA/R −→ I/I2, b⊗ dA/Rf 7−→ b δ(f).

Finalmente, se f ∈ I, então π(f) = 0 e δ(f) = f , ou seja, r(1⊗dA/Rf) = f+I2.
Isto mostra que r é uma retração de I/I2 → B ⊗A ΩA/R.
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Exemplo 2.15 (Regular não implica suave). Retomemos o Exemplo 1.36: K =
k(s), L = k(t), s = tp, onde k tem caracteŕıstica p > 0. O anel L é um corpo,
logo não tem “singularidades” (seu único anel local é um corpo, que é um anel
local regular; cf. o Exemplo 2.23 abaixo). Ainda assim, L não é uma K-
álgebra suave. De fato, escrevendo L = K[x]/(P ) com P = xp − s, temos
I/I2 = (P )/(P 2) ∼= L, gerado pela classe de P , e a aplicação

I/I2 −→ L⊗K[x] ΩK[x]/K = Ldx, P + I2 7−→ P ′(t) dx = 0

não é injetiva, contrariando o Teorema 2.14. Sobre corpos não perfeitos, suavi-
dade é portanto uma condição mais forte que regularidade. (Sobre corpos per-
feitos, como C, as duas noções coincidem para álgebras de tipo finito.)

Teorema 2.16. Seja A uma R-álgebra suave. Então ΩA/R é um A-módulo
projetivo de presentação finita.

Demonstração. Como A é de presentação finita, podemos escrever A = P/I,
onde P = R[x1, . . . , xm] e I é um ideal finitamente gerado de P . Pelo Teorema
2.14, a sequência

0 I/I2 A⊗P ΩP/R ΩA/R 0

é exata e admite uma cisão. Como A⊗P ΩP/R ∼= A⊕m é livre, segue que ΩA/R é
um fator direto de A⊕m, logo projetivo. Além disso, I/I2 é finitamente gerado,
pois I o é, de forma que ΩA/R ∼= A⊕m/(imagem de I/I2) é de presentação
finita.

Exemplo 2.17. Seja R = C e A = C[x, y]/(y2 − x3). Vimos no Exemplo 1.38
que o A-módulo ΩA/R tem torção não-trivial, logo não pode ser projetivo (por
quê?). Segue do teorema que A não é uma C-álgebra suave.

Definição 2.18. Seja A uma R-álgebra suave e p um ideal primo de A. A
dimensão relativa de A sobre R em p é o posto de ΩA/R em p. Se ΩA/R é de
posto constante igual a r, dizemos simplesmente que r é a dimensão relativa de
A sobre R.

Exemplo 2.19. R[x1, . . . , xm] é de dimensão relativa m sobre R.

Exemplo 2.20. Seja R = C e A = C[x1, . . . , xm]/(P ), para algum P irredut́ıvel
e não-constante. Suponha que A seja uma C-álgebra suave. Então A é de
dimensão relativa m−1 sobre C. De fato, basta notar que, se K denota o corpo
de frações de A, então

ΩK/C =
Kdx1 ⊕ · · · ⊕Kdxm

KdP

é um K-espaço vetorial de dimensão m− 1.

Exemplo 2.21 (Álgebras étale). As álgebras suaves de dimensão relativa 0 são
chamadas de étale. Seguem dois exemplos fundamentais, onde A é um anel
qualquer (no papel do anel de base).
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1. Localizações. Seja f ∈ A e A[1/f ] = A[t]/(ft−1). Considere um diagrama
de A-álgebras como na definição de suavidade, com φ0 : A[1/f ] → S/I
e I2 = 0. Então f é invert́ıvel em S/I, isto é, existe g ∈ S tal que
fg = 1 − e com e ∈ I. Como (1 − e)(1 + e) = 1 − e2 = 1, segue que f é
invert́ıvel em S, e t 7→ f−1 define o (único) levantamento. Como A[1/f ]
é claramente de presentação finita, ele é suave sobre A e, pelo Corolário
1.27, ΩA[1/f ]/A = 0.

2. Extensões “separáveis”. Seja B = A[x]/(P ), com P ∈ A[x] tal que
P ′(x) é invert́ıvel em B. Dado φ0 : B → S/I como acima, seja h ∈ S
tal que φ0(x) = h + I, de forma que P (h) ∈ I. Como P ′(h) é in-
vert́ıvel módulo I, ele é invert́ıvel em S, pelo argumento do item anterior.
Pela fórmula de Taylor, para ε ∈ I temos P (h + ε) = P (h) + P ′(h)ε,
pois ε2 = 0. Tomando ε = −P ′(h)−1P (h), obtemos P (h + ε) = 0, e
x 7→ h + ε define um levantamento de φ0 (no estilo do método de New-
ton). Como B é de presentação finita, B é suave sobre A. Pelo Exemplo
1.34, ΩB/A = B dx/B P ′(x)dx = 0. Por exemplo, para n ≥ 1, a Z[1/n]-
álgebra Z[1/n][x]/(xn − 1) é étale, pois P ′ = nxn−1 e x é invert́ıvel. Da
mesma forma, uma extensão finita separável de corpos L/K é étale (cf.
[1, Teorema 25.3]), enquanto a extensão inseparável do Exemplo 1.36 não
é suave (Exemplo 2.15).

Geometricamente, álgebras étale correspondem a “recobrimentos sem rami-
ficação”. Tome A = C[t]. A A-álgebra C[t][y]/(y2 − 1) é étale, pois P ′ = 2y
é invert́ıvel (já que y2 = 1): ela corresponde a duas cópias da reta, uma sobre
a outra. Já C[t][y]/(y2 − t) não é étale: P ′ = 2y não é invert́ıvel, e as duas
“folhas” y = ±

√
t se encontram sobre t = 0 (desenho dos pontos reais):

y2 = 1

t

étale

y2 = t

t

ramificado em t = 0

Exerćıcio 2.22. Mostre que suavidade é estável por mudança de base: se A
é uma R-álgebra suave e R → R′ é um morfismo de anéis, então R′ ⊗R A
é uma R′-álgebra suave e, se A tem dimensão relativa constante d, o mesmo
vale para R′ ⊗R A. Dica: se A = R[x1, . . . , xm]/(f1, . . . , fn), então R

′ ⊗R A =
R′[x1, . . . , xm]/(f1, . . . , fn); um morfismo de R′-álgebras R′ ⊗R A → S/I é o
mesmo que um morfismo de R-álgebras A → S/I; para a dimensão, use a
Proposição 1.30.

Exemplo 2.23 (Suavidade e regularidade). O Teorema 2.14 permite relacionar
a noção de suavidade com a noção de regularidade de um anel local. Para
simplificar, consideremos apenas o caso em que R = C e que A é uma C-álgebra
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suave. Seja m um ideal maximal de A. Como A é de presentação finita sobre
C, segue do Nullstellensatz que A/m = C. Em particular, A/m = C é uma
C-álgebra suave e temos portanto uma sequência exata

0 m/m2 C⊗A ΩA/C ΩC/C 0

Como ΩC/C = 0, conclúımos que

m/m2 ∼= C⊗A ΩA/C ∼= ΩA/C/mΩA/C.

Sejam f1, . . . , fd ∈ m tais que f1+m2, . . . , fd+m2 seja uma base de m/m2. Pelo
isomorfismo acima, 1 ⊗ df1, . . . , 1 ⊗ dfd é uma base de C ⊗A ΩA/C. Segue do
Lema de Nakayama que df1, . . . , dfd é uma base do Am-módulo ΩAm/C. Usando
o teorema da interseção de Krull, podemos deduzir então que as imagens de
f1, . . . , fd na localização Am formam uma sequência regular. Isto implica que
Am é um anel local regular, de dimensão de Krull d, que coincide com a dimensão
relativa de A sobre C em m.

Teorema 2.24 (Critério do jacobiano). Seja A uma R-álgebra suave e B =
A/I, para algum ideal finitamente gerado I ⊂ A. Então B é uma R-álgebra
suave se e somente se, para todo ideal maximal m de B, a sequência

0 Bm ⊗B I/I2 Bm ⊗A ΩA/R ΩBm/R 0 (6)

é exata e admite uma cisão.

Observação 2.25. Como Bm é local e Bm ⊗A ΩA/R é livre de posto finito, a
condição do enunciado equivale a: a primeira aplicação em (6) é injetiva e
ΩBm/R é um Bm-módulo livre. A mera exatidão não basta: para A = C[x, y] e
I = (xy), a aplicação I/I2 → B ⊗A ΩA/C é injetiva, mas B = C[x, y]/(xy) não
é suave (verifique!).

Demonstração. Note que B é de presentação finita sobre R, pois A o é e I é
finitamente gerado. Note também que (6) é a localização em m da segunda
sequência exata fundamental

I/I2 B ⊗A ΩA/R ΩB/R 0α (7)

(localização é exata e comuta com Ω, pelo Corolário 1.27).
Se B é suave, então (7) é exata à esquerda e cinde pelo Teorema 2.14; logo

o mesmo vale para suas localizações.
Reciprocamente, suponha que (6) seja exata e cinda para todo m. Então

α é injetiva, pois um módulo cujas localizações em todos os ideais maximais
são nulas é nulo (aplicado a kerα). Além disso, ΩB/R é de presentação finita
(é o conúcleo de α, cujo domı́nio é finitamente gerado e cujo contradomı́nio é
projetivo de tipo finito) e localmente livre; pelo Teorema 2.11, ΩB/R é projetivo.
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Logo, a sequência exata curta 0 → I/I2 → B ⊗A ΩA/R → ΩB/R → 0 cinde, e
existe uma retração B-linear r : B ⊗A ΩA/R → I/I2 de α.

Seja agora um diagrama de R-álgebras como na definição de suavidade, com
φ0 : B → S/J e J2 = 0 (usamos a letra J para não confundir com I). Como A é
suave, a composição A→ B → S/J admite um levantamento ψ : A→ S. Temos
ψ(I) ⊂ J e, como J2 = 0, a restrição ψ|I se anula em I2 e induz uma aplicação
ψ : I/I2 → J , que é B-linear (note que J é um S/J-módulo e, portanto, um
B-módulo via φ0). Considere a R-derivação

D : A −→ J , f 7−→ −ψ
(
r(1⊗ dA/Rf)

)
.

Se f ∈ I, então r(1 ⊗ dA/Rf) = f + I2, logo D(f) = −ψ(f). Como J2 = 0, a
aplicação ψ′ = ψ +D : A→ S é um morfismo de R-álgebras:

ψ′(fg) = ψ(f)ψ(g) + ψ(f)D(g) + ψ(g)D(f) = (ψ(f) +D(f))(ψ(g) +D(g)).

Por construção, ψ′ se anula em I e induz portanto φ : B → S, que é um
levantamento de φ0, pois D toma valores em J . Isto mostra que B é suave.

Corolário 2.26. Seja A = C[x1, . . . , xm], I = (f1, . . . , fn), com n ≤ m, e
B = A/I. Se, para todo z = (z1, . . . , zm) tal que f1(z) = · · · = fn(z) = 0, o
posto da matriz jacobiana

Jf(z) =


∂f1
∂x1

(z) · · · ∂f1
∂xm

(z)
...

. . .
...

∂fn
∂x1

(z) · · · ∂fn
∂xm

(z)


for igual a n, então B é uma C-álgebra suave de dimensão relativa m− n.

Demonstração. Pelo Nullstellensatz, os pontos z como no enunciado correspon-
dem a ideais maximais de B (ou, equivalentemente, ideais maximais de A con-
tendo I) via

z 7−→ mz = (x1 − z1, . . . , xm − zm).

Fixe um tal z e denote m = mzB, de forma que Bm/mBm = C. O Bm-módulo
L = Bm ⊗A ΩA/C é livre de base dx1, . . . , dxm, e a imagem de fi + I2 em L é

dfi =
∂fi
∂x1

dx1 + · · ·+ ∂fi
∂xm

dxm.

Reduzindo módulo m, obtemos os vetores-linha da matriz Jf(z) em L/mL =
Cm. Como estes são linearmente independentes, podemos completá-los com
m − n vetores da base canônica para obter uma base de Cm. Pelo Lema de
Nakayama, df1, . . . , dfn juntamente com os dxj correspondentes geram L; como
L é livre de posto m, eles formam uma base de L (um sistema de m geradores
de um módulo livre de posto m é uma base). Em particular, se

∑
i bi dfi = 0

com bi ∈ Bm, então bi = 0 para todo i. Como (I/I2)m é gerado pelas classes de
f1, . . . , fn, segue que a aplicação (I/I

2)m → L é injetiva, com imagem
⊕

iBmdfi,
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que é um fator direto de L com complementar livre de posto m − n. Assim, a

sequência (6) é exata e cinde, e ΩBm/C
∼= B

⊕(m−n)
m . Pelo Teorema 2.24, B é

suave, e sua dimensão relativa em cada ideal maximal é m − n. (Se nenhum z
existe, então B = 0 pelo Nullstellensatz, e o enunciado é vazio.)

Exemplo 2.27. Seja B = C[x, y]/(P ), onde P = y2 − x3 − x (curva eĺıptica
afim). O gradiente de P é (−3x2−1, 2y). Se ele se anulasse num ponto (z, w) tal
que P (z, w) = 0, teŕıamos w = 0 e 3z2 = −1, donde z3+z = z(z2+1) = 2

3z ̸= 0,
uma contradição. Logo B é uma C-álgebra suave de dimensão relativa 1. Por
outro lado, a cúspide C[x, y]/(y2 − x3) não satisfaz a hipótese do corolário no
ponto (0, 0).

Vejamos agora um exemplo com duas equações. Sejam f1 = x2+ y2+ z2− 1
e f2 = z em C[x, y, z], cuja matriz jacobiana é(

2x 2y 2z
0 0 1

)
Se a = (a1, a2, a3) ∈ C3 satisfaz f1(a) = f2(a) = 0, então a3 = 0 e a21 + a22 = 1;
em particular, (a1, a2) ̸= (0, 0), e a matriz jacobiana tem posto 2 em a. Segue
do corolário que C[x, y, z]/(f1, f2) é uma C-álgebra suave de dimensão relativa
3 − 2 = 1. Geometricamente, trata-se da interseção de uma esfera com um
plano, que é um ćırculo (desenho dos pontos reais):

x2 + y2 + z2 = 1

z = 0

X

Observação 2.28 (Projetivo, mas não livre). Se A é suave, então ΩA/R é proje-
tivo (Teorema 2.16), mas não necessariamente livre. Um exemplo clássico é a
esfera: R = R e A = R[x, y, z]/(P ), com P = x2 + y2 + z2 − 1. Pelo Exemplo
1.34,

ΩA/R ∼=
Adx⊕Ady ⊕Adz

AdP
, dP = 2θ, θ = x dx+ y dy + z dz.

Considere a aplicação A-linear

λ : Adx⊕Ady ⊕Adz −→ A, a dx+ b dy + c dz 7−→ ax+ by + cz.

Como λ(θ) = x2 + y2 + z2 = 1, temos Adx⊕Ady ⊕Adz = Aθ ⊕ kerλ, logo

ΩA/R ∼= kerλ, ΩA/R ⊕A ∼= A⊕3.

Em particular, ΩA/R é projetivo. (O mesmo cálculo mostra, pelo critério do
jacobiano, que A é suave: a imagem de (P )/(P 2) ∼= A é Aθ, que é livre e é um
fator direto.)
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Suponha que ΩA/R fosse livre; como A é um domı́nio, seu posto seria 2
(calcule-o no corpo de frações). Seja ω1, ω2 uma base e D1, D2 ∈ DerR(A) a base
dual (Corolário 1.16). Toda D ∈ DerR(A) define um campo vetorial cont́ınuo
na esfera S2 = {p ∈ R3 : P (p) = 0}, a saber p 7→ (D(x)(p), D(y)(p), D(z)(p)),
que é tangente a S2, pois 0 = D(P ) = 2(xD(x) + yD(y) + zD(z)). Escrevendo
ω1 = a dx + b dy + c dz, temos 1 = ω1(D1) = aD1(x) + bD1(y) + cD1(z), de
forma que o campo associado a D1 não se anula em nenhum ponto de S2.
Isto contradiz o teorema da bola cabeluda, segundo o qual todo campo vetorial
tangente cont́ınuo em S2 se anula em algum ponto. Por exemplo, a derivação
D = x ∂

∂y − y ∂
∂x (bem definida em A, pois D(P ) = 0) corresponde ao campo de

rotação em torno do eixo vertical, que se anula nos dois polos:

(0, 0, 1)

(0, 0,−1)

Portanto ΩA/R é projetivo, mas não é livre.
Sobre C, já há exemplos entre as curvas algébricas. Seja f ∈ C[x] um

polinômio de grau 6 sem ráızes múltiplas. Como no caso da curva eĺıptica
(Observação 1.41), a curva algébrica y2 = f(x) se completa a uma superf́ıcie
compacta (topologicamente, um toro com dois buracos) acrescentando pontos no
infinito; neste caso, são dois pontos, p e q. Seja X a curva obtida acrescentando
apenas o ponto q; ela é a superf́ıcie compacta menos o ponto p:

× p q

Pode-se mostrar que X também é definida por equações polinomiais e que
seu anel de funções A é uma C-álgebra suave de dimensão relativa 1. Usando a
teoria das curvas algébricas compactas (veja [4, Cap. IV]), mostra-se que ΩA/C
não é livre. Eis o esboço do argumento. Se ΩA/C fosse livre, um gerador η seria
uma 1-forma que não se anula em nenhum ponto de X; na curva compacta, ela
só pode ter zeros ou polos em p. Por outro lado, numa curva compacta como
esta, o número de zeros menos o número de polos de uma 1-forma (contados com
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multiplicidade) é sempre igual a 2; logo η tem um zero duplo em p. Como dx/y
tem exatamente dois zeros simples, em p e em q, o quociente η/(dx/y) seria uma
função na curva compacta com um zero simples em p e um único polo, simples,
em q. Uma curva compacta que admite tal função é necessariamente a esfera
de Riemann, o que não é o caso aqui.
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Aula 3

Cohomologia de de Rham

Na geometria diferencial, as formas diferenciais de grau qualquer formam um
complexo, o complexo de de Rham, cuja cohomologia mede a diferença entre
formas fechadas (dω = 0) e formas exatas (ω = dη). Por exemplo, em R2 \ {0},
a 1-forma x dy−y dx

x2+y2 é fechada mas não é exata, e isto reflete o fato que R2 \ {0}
tem um “buraco”. O teorema de de Rham afirma que esta cohomologia é um
invariante topológico.

Nesta aula, constrúımos uma versão puramente algébrica do complexo de
de Rham para uma R-álgebra A qualquer. Para isso, precisamos primeiro de
formas diferenciais de grau k ≥ 2, que obtemos a partir de ΩA/R pela con-
strução da potência exterior. Veremos, em vários exemplos, que a cohomologia
de de Rham algébrica de uma C-álgebra suave é de dimensão finita, embora as
formas diferenciais formem espaços vetoriais de dimensão infinita. O teorema
de comparação de Grothendieck, com o qual encerramos estas notas, explica
este fenômeno: ela coincide com a cohomologia (singular) do espaço topológico
correspondente.

Seja A um anel, M um A-módulo e k ∈ N. Se k ≥ 2, lembremos que a k-
ésima potência tensorial M⊗k é um A-módulo cujos elementos são combinações
A-lineares de “tensores decompońıveis”

s1 ⊗ · · · ⊗ sk, si ∈M, (8)

onde o śımbolo ⊗ na expressão acima satisfaz as relações de A-multilinearidade:
se si = s′i + cs′′i , com c ∈ A e s′i, s

′′
i ∈M , então

s1 ⊗ · · · ⊗ sk = (s1 ⊗ · · · ⊗ s′i ⊗ · · · ⊗ sk) + c (s1 ⊗ · · · ⊗ s′′i ⊗ · · · ⊗ sk).

Se k ∈ {0, 1}, temos simplesmente M⊗0 = A e M⊗1 =M .

Definição 3.1. A k-ésima potência exterior de M é o A-módulo quociente

k∧
M =M⊗k/Kk,

onde Kk é o A-submódulo de M⊗k gerado por todos os tensores decompońıveis
(8) tais que si = sj para alguns i, j ∈ {1, . . . , k} distintos.

Note que
∧0

M = A e
∧1

M = M . Se k ≥ 2, a classe de um tensor

decompońıvel (8) em
∧k

M é denotada

s1 ∧ · · · ∧ sk.

O śımbolo ∧ se lê “produto wedge”. Por definição, além das relações de A-
multilinearidade, o produto wedge é tal que s1 ∧ · · · ∧ sk = 0 se existem i, j ∈
{1, . . . , k} distintos tais que si = sj . A partir desta propriedade, podemos
demonstrar o lema seguinte.
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Lema 3.2. Se σ é uma permutação de {1, . . . , k}, então

sσ1 ∧ · · · ∧ sσk = sgn(σ) s1 ∧ · · · ∧ sk,

onde sgn(σ) ∈ {1,−1} é o sinal de σ.

Demonstração. Como toda permutação se escreve como um produto de trans-
posições e o sinal é um morfismo de grupos, podemos supor que σ é uma trans-
posição. Para simplificar, vamos supor k = 2; o caso geral é igual, mas com
mais ı́ndices. Assim, queremos mostrar que

s1 ∧ s2 = −s2 ∧ s1.

Por definição, temos por um lado

(s1 + s2) ∧ (s1 + s2) = 0.

Por outro lado, usando as relações de multilinearidade, e a definição de novo,
obtemos

(s1 + s2)∧ (s1 + s2) = s1 ∧ s1 + s1 ∧ s2 + s2 ∧ s1 + s2 ∧ s2 = s1 ∧ s2 + s2 ∧ s1

Observação 3.3 (Propriedade universal). Seja N um A-módulo. Dizemos que
uma aplicação β :Mk =M×· · ·×M → N é multilinear alternada se é A-linear
em cada variável e β(s1, . . . , sk) = 0 sempre que si = sj para alguns i ̸= j.

Segue da propriedade universal do produto tensorial e da definição de
∧k

M
que a aplicação

HomA

( k∧
M,N

)
−→ {β :Mk → N multilinear alternada}

que associa a ρ a aplicação multilinear alternada (s1, . . . , sk) 7→ ρ(s1 ∧ · · · ∧ sk),
é uma bijeção. Em particular, toda aplicação A-linear u : M → N induz uma
aplicação A-linear

k∧
u :

k∧
M −→

k∧
N , s1 ∧ · · · ∧ sk 7−→ u(s1) ∧ · · · ∧ u(sk),

e temos
∧k

(v ◦ u) =
∧k

v ◦
∧k

u e
∧k

idM = id∧k M .

Proposição 3.4. Seja M um A-módulo livre de posto n. Se 0 ≤ k ≤ n, então∧k
M é um A-módulo livre de posto

(
n
k

)
. Mais precisamente, se e1, . . . , en é

uma base de M , então

ei1 ∧ · · · ∧ eik , 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n,

é uma base de
∧k

M . Se k > n, então
∧k

M = 0.
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Demonstração. Por multilinearidade,
∧k

M é gerado pelos elementos ej1 ∧· · ·∧
ejk , com j1, . . . , jk ∈ {1, . . . , n} arbitrários. Se dois ı́ndices ja coincidem, este
elemento é nulo; caso contrário, pelo lema anterior, ele é igual, a menos de sinal,
a ei1 ∧ · · · ∧ eik , onde i1 < · · · < ik é o reordenamento dos ja. Isto mostra que

os elementos do enunciado geram
∧k

M e que
∧k

M = 0 se k > n (neste caso
há sempre ı́ndices repetidos).

Para a independência linear, sejam e∗1, . . . , e
∗
n ∈ M∨ as coordenadas com

respeito à base e1, . . . , en. Para cada I = (i1 < · · · < ik), a aplicação

βI :M
k −→ A, (s1, . . . , sk) 7−→ det

(
e∗ia(sb)

)
1≤a,b≤k

é multilinear alternada (um determinante com duas colunas iguais é nulo). Pela

Observação 3.3, ela induz ρI :
∧k

M → A tal que ρI(ej1 ∧ · · · ∧ ejk) = 1 se
(j1, . . . , jk) = I e = 0 se (j1 < · · · < jk) ̸= I. Assim, se

∑
J cJ ej1 ∧· · ·∧ejk = 0,

aplicando ρI obtemos cI = 0.

Exemplo 3.5. Se M = Ae1 ⊕ Ae2, então
∧0

M = A,
∧1

M = Ae1 ⊕ Ae2 e∧2
M = Ae1 ∧ e2.

Exerćıcio 3.6. Mostre que seM é um A-módulo gerado por n elementos, então∧k
M = 0 para todo k > n. Dica: se s1, . . . , sn geram M , então

∧k
M é gerado

pelos sj1 ∧ · · · ∧ sjk , e algum ı́ndice se repete.

Exerćıcio 3.7. Se M e M ′ são A-módulos, mostre que

k∧
(M ⊕M ′) ∼=

⊕
i+j=k

i∧
M ⊗A

j∧
M ′.

Use este isomorfismo para dar uma outra demonstração da Proposição 3.4. Dica:
a aplicação da direita para a esquerda é induzida por (s1∧· · ·∧si)⊗(t1∧· · ·∧tj) 7→
s1 ∧ · · · ∧ si ∧ t1 ∧ · · · ∧ tj ; para a inversa, use a Observação 3.3.

Proposição 3.8. Se M é um A-módulo e B é uma A-álgebra, então B ⊗A∧k
M ∼=

∧k
(B ⊗AM), onde a potência exterior à direita é tomada no sentido

de B-módulos.

Demonstração. Denotemos MB = B ⊗A M . A aplicação Mk →
∧k

MB ,
(s1, . . . , sk) 7→ (1 ⊗ s1) ∧ · · · ∧ (1 ⊗ sk) é A-multilinear alternada, logo induz

uma aplicação A-linear
∧k

M →
∧k

MB e, portanto, uma aplicação B-linear

α : B⊗A
k∧
M −→

k∧
MB , b⊗ (s1 ∧ · · · ∧ sk) 7−→ b (1⊗ s1)∧ · · · ∧ (1⊗ sk).

Na direção oposta, fixados x2, . . . , xk ∈M e b2, . . . , bk ∈ B, a aplicação B×M →
B ⊗A

∧k
M , (b1, x1) 7→ b1 · · · bk ⊗ (x1 ∧ · · · ∧ xk) é A-bilinear, e o mesmo vale

em cada variável. Obtemos assim uma aplicação B-multilinear

β :Mk
B −→ B⊗A

k∧
M , (b1⊗x1, . . . , bk⊗xk) 7−→ b1 · · · bk⊗ (x1∧· · ·∧xk).

34



Ela é alternada: se y =
∑
l cl⊗ zl aparece nas posições i e j, então, expandindo,

os termos com (l, l′) e (l′, l) nessas posições se cancelam pelo lema anterior, e
os termos com l = l′ são nulos. Pela Observação 3.3, β induz uma aplicação
B-linear

∧k
MB → B ⊗A

∧k
M , que é claramente inversa de α (basta verificar

nos geradores).

Corolário 3.9. Seja M um A-módulo projetivo de presentação finita. Para
todo k ≥ 0,

∧k
M é um A-módulo projetivo de presentação finita. Se n é o

posto de M e 0 ≤ k ≤ n, então
(
n
k

)
é o posto de

∧k
M ; se k > n, então∧k

M = 0.

Demonstração. Como M é projetivo e finitamente gerado, existe um módulo
livre de posto finito F = A⊕N e aplicações A-lineares i :M → F , p : F →M tais
que p◦i = idM (tome uma sobrejeção F →M e uma seção). Pela funtorialidade

da Observação 3.3,
∧k

p ◦
∧k

i = id, de forma que
∧k

M é um fator direto de∧k
F , que é livre de posto finito pela Proposição 3.4. Logo,

∧k
M é projetivo e

finitamente gerado e, sendo um fator direto de um módulo livre de posto finito,
de presentação finita (o núcleo de

∧k
F →

∧k
M é o outro fator direto, que é

finitamente gerado). Finalmente, se p é um ideal primo, a Proposição 3.8 com
B = Ap dá ( k∧

M
)
p

∼=
k∧
(Mp) ∼=

k∧
(A⊕n

p ),

que é livre de posto
(
n
k

)
(nulo se k > n). Um módulo cujas localizações são

todas nulas é nulo, o que prova a última afirmação.

Observação 3.10 (Produto exterior). Dados k, l ≥ 0, existe uma única aplicação
A-bilinear

k∧
M ×

l∧
M −→

k+l∧
M , (ω, η) 7−→ ω ∧ η

tal que (s1 ∧ · · · ∧ sk) ∧ (t1 ∧ · · · ∧ tl) = s1 ∧ · · · ∧ sk ∧ t1 ∧ · · · ∧ tl (aplique a
Observação 3.3 duas vezes). Este produto é associativo e satisfaz

η ∧ ω = (−1)kl ω ∧ η, ω ∈
k∧
M, η ∈

l∧
M

(exerćıcio). Em particular, elementos de grau par comutam com todos os outros.

Suponha agora que A seja uma R-álgebra e apliquemos a construção acima
ao módulo de diferenciais.

Definição 3.11. Para todo k ∈ N, definimos

ΩkA/R =

k∧
ΩA/R.

Os elementos de ΩkA/R são chamados de k-formas diferenciais de A sobre R.

35



Note que Ω0
A/R = A e Ω1

A/R = ΩA/R. Como ΩA/R é gerado como A-módulo

pelos df , f ∈ A, o A-módulo ΩkA/R é gerado pelos elementos df1 ∧ · · · ∧ dfk;

equivalentemente, ΩkA/R é gerado comoR-módulo pelos elementos g df1∧· · ·∧dfk,
com g, f1, . . . , fk ∈ A.

Exemplo 3.12. Seja A = R[x1, . . . , xm]. Como Ω1
A/R é um módulo livre de

posto m, então, para todo 0 ≤ k ≤ m, ΩkA/R é um módulo livre de posto
(
m
k

)
,

de base
dxi1 ∧ · · · ∧ dxik , 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ m.

Se k > m, então ΩkA/R = 0. Por exemplo, se A = R[x, y], então

Ω0
A/R = A, Ω1

A/R = Adx⊕Ady, Ω2
A/R = Adx ∧ dy.

Exemplo 3.13. SejaR = C eA uma C-álgebra suave da formaA = C[x, y]/(P ),
onde P é não-constante. Pelo Teorema 2.16 e pela demonstração do Corolário
2.26, ΩA/C é um A-módulo projetivo de posto 1. Logo, pelo Corolário 3.9,

ΩkA/C = 0 para todo k > 1. Mais geralmente, se A é uma R-álgebra suave de

dimensão relativa d, então ΩkA/R = 0 para todo k > d.

Como Ω0
A/R = A e Ω1

A/R = ΩA/R, a derivada exterior é uma aplicação
R-linear

dA/R : Ω0
A/R −→ Ω1

A/R.

O próximo teorema diz que ela se estende, de maneira canônica, a todas as
k-formas.

Teorema 3.14. Seja A uma R-álgebra. Existe uma única famı́lia de aplicações
R-lineares

dk : ΩkA/R −→ Ωk+1
A/R, k ≥ 0,

com d0 = dA/R, tal que

(i) dk ◦ dk−1 = 0 para todo k ≥ 1;

(ii) dk+l(ω ∧ η) = dkω ∧ η + (−1)kω ∧ dlη para todos ω ∈ ΩkA/R e η ∈ ΩlA/R.

Explicitamente, para todos g, f1, . . . , fk ∈ A,

dk(g df1 ∧ · · · ∧ dfk) = dg ∧ df1 ∧ · · · ∧ dfk. (9)

Demonstração. Unicidade. Suponha que uma tal famı́lia exista. Por (ii) e (i),
dk(df1 ∧ · · · ∧ dfk) =

∑
i± df1 ∧ · · · ∧ d1(dfi) ∧ · · · ∧ dfk = 0, pois d1(dfi) =

d1(d0fi) = 0. Usando (ii) mais uma vez, obtemos (9). Como os elementos
g df1 ∧ · · · ∧ dfk geram ΩkA/R como R-módulo, dk fica determinada.

Existência de d1. Lembremos da demonstração do Teorema 1.13 que ΩA/R
é o quociente do A-módulo livre gerado pelos śımbolos xf pelas relações de R-
linearidade e de Leibniz. Equivalentemente, ΩA/R é o quociente do R-módulo
A⊗RA (onde g⊗f corresponde a g df) pelo R-submódulo gerado pelos elementos
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g⊗ff ′−gf⊗f ′−gf ′⊗f . A aplicação R-linear A⊗RA→ Ω2
A/R, g⊗f 7→ dg∧df ,

se anula nestes elementos:

dg ∧ d(ff ′)− d(gf) ∧ df ′ − d(gf ′) ∧ df = −g (df ∧ df ′ + df ′ ∧ df) = 0.

Logo, existe uma aplicação R-linear d1 : Ω1
A/R → Ω2

A/R satisfazendo d1(g df) =

dg∧df . Note que d1(df) = d1(1·df) = d(1)∧df = 0 e que d1(hω) = dh∧ω+h d1ω
para h ∈ A e ω ∈ Ω1

A/R (basta verificar para ω = g df).

Existência de dk, k ≥ 2. Considere a aplicação R-multilinear

F : (Ω1
A/R)

k −→ Ωk+1
A/R, F (ω1, . . . , ωk) =

k∑
i=1

(−1)i+1ω1∧· · ·∧d1ωi∧· · ·∧ωk.

Se h ∈ A, então, usando d1(hωi) = dh ∧ ωi + h d1ωi e movendo a 1-forma dh
para a esquerda através de ω1, . . . , ωi−1, obtemos

F (ω1, . . . , hωi, . . . , ωk) = hF (ω1, . . . , ωk) + dh ∧ ω1 ∧ · · · ∧ ωk,

que não depende de i. Logo, F induz uma aplicação R-linear no produto ten-
sorial (Ω1

A/R)
⊗Ak. Ela se anula nos tensores com ωi = ωj = θ para i < j:

os termos de ı́ndice diferente de i e j contêm θ duas vezes, e os termos de
ı́ndice i e j são, respectivamente, (−1)i+1(−1)j−i−1X e (−1)j+1X, onde X é
obtido de ω1 ∧ · · · ∧ωk substituindo ωi ∧ · · · ∧ωj por d1θ ∧ θ ∧ωi+1 ∧ · · · ∧ωj−1

(use que a 2-forma d1θ comuta com tudo). A soma é nula. Assim, F induz
dk : ΩkA/R → Ωk+1

A/R com

dk(ω1 ∧ · · · ∧ ωk) =
k∑
i=1

(−1)i+1ω1 ∧ · · · ∧ d1ωi ∧ · · · ∧ ωk.

Tomando ω1 = g df1 e ωi = dfi para i ≥ 2, obtemos (9).
Propriedades (i) e (ii). Por (9), dk(dk−1(g df1∧· · ·∧dfk−1)) = dk(1·dg∧df1∧

· · · ∧ dfk−1) = d(1) ∧ · · · = 0. Para (ii), por bilinearidade basta considerar ω =
g df1∧· · ·∧dfk e η = h dg1∧· · ·∧dgl. Então ω∧η = gh df1∧· · ·∧dfk∧dg1∧· · ·∧dgl
e

d(ω ∧ η) = (h dg + g dh) ∧ df1 ∧ · · · ∧ dfk ∧ dg1 ∧ · · · ∧ dgl
= dω ∧ η + (−1)kg df1 ∧ · · · ∧ dfk ∧ dh ∧ dg1 ∧ · · · ∧ dgl
= dω ∧ η + (−1)kω ∧ dη.

Por abuso de notação, escrevemos simplesmente d = dk para todo k.

Exemplo 3.15. Seja A = R[x, y] e ω = F dx+Gdy, com F,G ∈ A. Então

dω = dF ∧ dx+ dG ∧ dy =

(
∂F

∂x
dx+

∂F

∂y
dy

)
∧ dx+

(
∂G

∂x
dx+

∂G

∂y
dy

)
∧ dy

=

(
∂G

∂x
− ∂F

∂y

)
dx ∧ dy.
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Reconhecemos aqui o rotacional do cálculo vetorial (ou o integrando do teorema
de Green).

Exerćıcio 3.16. Seja R = C, A = C(x, y) e

ω =
x dy − y dx

x2 + y2
∈ Ω1

A/C.

Calcule dω. Existe f ∈ A tal que ω = df? Dica: fatore x2+y2 = (x+iy)(x−iy).

Pelo Teorema 3.14, obtemos um complexo deR-módulos (isto é, uma sequência
de aplicações R-lineares em que a composição de duas aplicações consecutivas é
nula), chamado de complexo de de Rham de A sobre R:

Ω•
A/R : A Ω1

A/R Ω2
A/R Ω3

A/R · · ·d d d d

Dizemos que ω ∈ ΩkA/R é fechada se dω = 0, e exata se ω = dη para algum

η ∈ Ωk−1
A/R (para k = 1, isto coincide com a definição da Aula 1). Como d◦d = 0,

toda forma exata é fechada.

Definição 3.17. A k-ésima cohomologia de de Rham de A sobre R é o R-módulo

Hk
dR(A/R) = Hk(Ω•

A/R) =
ker

(
d : ΩkA/R → Ωk+1

A/R

)
im

(
d : Ωk−1

A/R → ΩkA/R

) =
{k-formas fechadas}
{k-formas exatas}

,

com a convenção Ω−1
A/R = 0. Em particular, H0

dR(A/R) = ker(d : A→ Ω1
A/R).

Note que Hk
dR(A/R) é apenas um R-módulo, e não um A-módulo, pois d

não é A-linear.

Exemplo 3.18. Seja R = C e A = C[x]. O complexo de de Rham é

C[x] C[x] dx 0 · · ·d f 7−→ df

dx
dx.

Temos H0
dR(C[x]/C) = ker(d) = C e H1

dR(C[x]/C) = C[x] dx/ im(d) = 0, pois,
dado g = c0 + c1x+ · · ·+ cnx

n, o polinômio

f = c0x+
c1
2
x2 + · · ·+ cn

n+ 1
xn+1

satisfaz df = g dx. Finalmente, Hk
dR(C[x]/C) = 0 para todo k ≥ 2, pois

ΩkC[x]/C = 0.

Exerćıcio 3.19. CalculeH0
dR(Fp[x]/Fp) eH1

dR(Fp[x]/Fp). Dica: quais monômios
xn são fechados? Quais 1-formas xn dx são exatas?
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Exerćıcio 3.20. Seja R = C e A = C[x1, . . . , xm]. Mostre que H0
dR(A/C) ∼= C

e que Hk
dR(A/C) = 0 para todo k ≥ 1 (lema de Poincaré algébrico). Dica:

considere a contração ι : ΩkA/C → Ωk−1
A/C pelo campo de Euler E =

∑
i xi

∂
∂xi

,

dada por ι(g dxi1∧· · ·∧dxik) =
∑
j(−1)j+1g xij dxi1∧· · · d̂xij · · ·∧dxik , e mostre

que dι+ ιd multiplica xa dxi1 ∧ · · · ∧ dxik por |a|+ k (“fórmula de Cartan”).

Exemplo 3.21. Seja R = C e A = C[x, x−1] (note que A ∼= C[x, y]/(xy − 1)).
Vimos que Ω1

A/C = Adx, e o complexo de de Rham é

A Adx 0 · · ·d
∑
i

cix
i 7−→

(∑
i

i cix
i−1

)
dx,

onde os ı́ndices i podem ser negativos. Assim, H0
dR(A/C) = C. Toda 1-forma

xi dx com i ̸= −1 é exata (é igual a d(xi+1/(i+1))), enquanto dx/x não é exata,
pois nenhum d(xi) tem componente não-nula em x−1dx. Portanto,

H1
dR(A/C) = C

dx

x
, Hk

dR(A/C) = 0 para todo k ≥ 2.

Exerćıcio 3.22. Mostre que

H1
dR

(
C[x, x−1, (x− 1)−1]/C

)
= C

dx

x
⊕ C

dx

x− 1
.

Dica: use frações parciais. Geometricamente, C\{0, 1} tem dois “buracos”, e os
laços γ0 e γ1 abaixo satisfazem

∫
γ0

dx
x =

∫
γ1

dx
x−1 = 2πi e

∫
γ0

dx
x−1 =

∫
γ1

dx
x = 0

(compare com o teorema de Grothendieck, mais adiante):

× ×
0 1

γ0 γ1

Exemplo 3.23 (Curva eĺıptica afim). Seja R = C, Q = x3 + x e A =
C[x, y]/(y2 − Q). Vimos no Exemplo 1.39 que Ω1

A/C = Aω é livre de posto
1, onde

ω = Fy dx+ 2Gdy, FQ+GQ′ = 1,

e que dx = y ω e dy = Q′

2 ω (“ω = dx/y”). Como A é um C[x]-módulo livre de
base 1, y, temos

Ω1
A/C = C[x]ω ⊕ C[x] y ω.

Todo f ∈ A se escreve de maneira única como f = g + hy, com g, h ∈ C[x], e

df = g′ dx+ h′y dx+ h dy =

(
Qh′ +

Q′

2
h

)
ω + g′ y ω, (10)

onde usamos y2 = Q.
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Cálculo de H0. Se df = 0, então g′ = 0 e Qh′ + Q′

2 h = 0. Se h = cnx
n + · · ·

com cn ̸= 0, então

Qh′ +
Q′

2
h = (x3 + · · · )(ncnxn−1 + · · · ) + (3x2 + 1)(cnx

n + · · · )
2

=

(
n+

3

2

)
cnx

n+2 + · · · ̸= 0,

pois n+ 3
2 ̸= 0. Logo h = 0, g ∈ C e H0

dR(A/C) = C.
Cálculo de H1. Seja η = (u + vy)ω, com u, v ∈ C[x]. Tomando h = 0 e

g uma primitiva de v em (10), vemos que vy ω = dg é exata. Assim, η ≡ uω
módulo formas exatas. Agora, tomando g = 0 e h = xn em (10), obtemos

d(xny) =

((
n+

3

2

)
xn+2 +

(
n+

1

2

)
xn

)
ω,

de forma que xn+2ω ≡ − 2n+1
2n+3 x

nω módulo formas exatas, para todo n ≥ 0. Por
indução no grau de u, conclúımos que η ≡ (c0 + c1x)ω para alguns c0, c1 ∈ C.
Finalmente, ω e xω são linearmente independentes emH1

dR: se (c0+c1x)ω = df ,

então, por (10), g′ = 0 e Qh′ + Q′

2 h = c0 + c1x; se h ̸= 0, o lado esquerdo tem
grau ≥ 2 pelo cálculo acima, uma contradição; logo h = 0 e c0 = c1 = 0.
Portanto,

H1
dR(A/C) = Cω ⊕ Cxω, Hk

dR(A/C) = 0 para todo k ≥ 2.

Observação 3.24. Em todos os exemplos acima sobre C, a cohomologia de de
Rham é de dimensão finita, embora os C-espaços vetoriais ΩkA/C sejam de di-
mensão infinita. Por outro lado, em caracteŕıstica p > 0, a cohomologia de de
Rham de Fp[x] é de dimensão infinita. O teorema de Grothendieck, discutido a
seguir, explica a finitude em caracteŕıstica zero.

Teorema de Grothendieck

Para terminar, sem demonstrações, explicamos como a cohomologia de de Rham
algébrica se relaciona com a topologia. Começamos relembrando brevemente a
homologia singular, que associa a cada espaço topológico X e a cada n ≥ 0 um
grupo abeliano Hn(X,Z) (veja, por exemplo, [7]).

Para n ≥ 0, o n-simplexo padrão é

∆n = {(t0, . . . , tn) ∈ Rn+1 : t0 + · · ·+ tn = 1, ti ≥ 0}.

Assim, ∆0 é um ponto, ∆1 é um segmento, ∆2 é um triângulo, ∆3 é um tetrae-
dro, etc.

∆0 ∆1 ∆2
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Para 0 ≤ i ≤ n, seja δi : ∆
n−1 → ∆n a inclusão da face oposta ao i-ésimo

vértice, (t0, . . . , tn−1) 7→ (t0, . . . , ti−1, 0, ti, . . . , tn−1). Um n-simplexo singular
em X é uma aplicação cont́ınua σ : ∆n → X. Definimos o grupo abeliano livre

Cn(X) =
⊕

σ:∆n→X

Zσ

e o operador bordo ∂n : Cn(X) → Cn−1(X) por

∂nσ =

n∑
i=0

(−1)i σ ◦ δi,

isto é, uma soma alternada das restrições de σ às faces de ∆n. Por exemplo,
se σ : ∆1 → X é um caminho, então ∂σ = σ(1) − σ(0) (diferença formal entre
ponto final e ponto inicial) e, se σ : ∆2 → X, então ∂σ é a soma, com sinais,
dos três lados do triângulo, percorridos de forma a dar uma volta completa:

e0 e1

e2

Verifica-se que ∂n ◦ ∂n+1 = 0, de forma que obtemos o complexo singular

· · · C2(X) C1(X) C0(X) 0.
∂3 ∂2 ∂1

Definição 3.25. O n-ésimo grupo de homologia singular de X é

Hn(X,Z) =
ker(∂n)

im(∂n+1)
=

{ciclos}
{bordos}

.

A homologia singular é um invariante puramente topológico; mais ainda, é
invariante por homotopia: se X e Y são homotopicamente equivalentes, então
Hn(X,Z) ∼= Hn(Y,Z) para todo n. Por exemplo, R2 \ {0} é homotopicamente
equivalente ao ćırculo S1, logo ambos têm a mesma homologia.

× ≃

R2 \ {0} S1

Exemplo 3.26. Temos:
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1. H1(Rm,Z) = 0 (de fato, Hn(Rm,Z) = 0 para todo n ≥ 1, pois Rm é
contrátil);

2. H1(R2 \ {0},Z) ∼= H1(S
1,Z) ∼= Z, gerado pela classe de um laço que dá

uma volta em torno da origem;

3. H1(T,Z) ∼= Z⊕2, onde T = S1 × S1 é o toro, gerado pelas classes do
“meridiano” a e do “paralelo” b:

a

b

Seja agora A = C[x1, . . . , xm]/(P1, . . . , Pn) e

X = {z = (z1, . . . , zm) ∈ Cm : P1(z) = · · · = Pn(z) = 0},

munido da topologia induzida de Cm. Se A é uma C-álgebra suave, pode-se
mostrar, usando o critério do jacobiano e o teorema da função impĺıcita (holo-
morfa), que X é uma variedade complexa. Toda k-forma diferencial algébrica
ω ∈ ΩkA/C define então uma k-forma diferencial holomorfa em X, que podemos

integrar sobre k-simplexos singulares (suaves por partes) σ : ∆k → X. Pelo teo-
rema de Stokes, se ω é fechada, a integral

∫
σ
ω só depende da classe de homologia

de um ciclo σ, e se anula se ω é exata.

Teorema 3.27 (Grothendieck [9]). Com as notações acima, se A é uma C-
álgebra suave, então, para todo k ≥ 0, a aplicação

Hk
dR(A/C) −→ HomZ

(
Hk(X,Z),C

)
, [ω] 7−→

(
[σ] 7→

∫
σ

ω

)
é um isomorfismo de C-espaços vetoriais.

O espaço HomZ(Hk(X,Z),C) é a cohomologia singular Hk(X,C) de X com
coeficientes complexos. O ponto notável é que o lado esquerdo é definido de
maneira puramente algébrica, a partir apenas das equações P1, . . . , Pn, enquanto
o lado direito é puramente topológico. Em particular, a cohomologia de de Rham
algébrica não depende da escolha das equações que definem X.

Exemplo 3.28. Revisitemos os exemplos acima.

1. A = C[x], X = C, que é contrátil: H1
dR(A/C) = 0.

2. A = C[x, x−1], X = C \ {0} ≃ S1: H1
dR(A/C) ∼= C. O isomorfismo de

Grothendieck envia dx/x ao funcional que associa a um laço γ a integral∫
γ
dz/z = 2πi · (número de voltas de γ em torno de 0).
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3. A = C[x, y]/(y2 − x3 − x). A curva X é o complementar de um ponto
(o “ponto no infinito”) numa curva eĺıptica E, que topologicamente é
um toro. Representando o toro como um quadrado com lados opostos
identificados, vemos que o toro menos um ponto se retrai no bordo do
quadrado, que após as identificações é um buquê de dois ćırculos:

× ≃

Logo H1(X,Z) ∼= Z⊕2, de acordo com o cálculo H1
dR(A/C) = Cω ⊕ Cxω

do Exemplo 3.23. As integrais de ω = dx/y e de xω = x dx/y ao longo
dos dois laços são os peŕıodos (integrais eĺıpticas de primeira e segunda
espécie) da curva eĺıptica.

Observação 3.29 (Uma fórmula para dimH1
dR). Os exemplos acima se encaixam

num padrão geral. Toda curva algébrica X tal que A é uma C-álgebra suave
de dimensão relativa 1 se obtém de uma superf́ıcie compacta com g “buracos”
(o gênero de X) removendo um número finito n ≥ 1 de pontos (os “pontos no
infinito”). Uma tal superf́ıcie tem o tipo de homotopia de um buquê de 2g+n−1
ćırculos, de forma que H1(X,Z) ∼= Z⊕(2g+n−1) e, pelo Teorema 3.27,

dimCH
1
dR(A/C) = 2g + n− 1.

Reencontramos assim todos os nossos cálculos:

X g n dimH1
dR

C 0 1 0
C \ {0} 0 2 1
C \ {0, 1} 0 3 2
y2 = x3 + x 1 1 2

Para a curva da Observação 2.28 (um toro com dois buracos menos um ponto),
obtemos dimH1

dR = 4. Note que, enquanto o lado esquerdo da fórmula é definido
de maneira puramente algébrica, o lado direito é puramente topológico.

Corolário 3.30. Se A é uma C-álgebra suave, então dimCH
k
dR(A/C) < ∞

para todo k ≥ 0.

Demonstração. Admitimos o fato topológico de que X tem o tipo de homo-
topia de um complexo CW finito, de forma que Hk(X,Z) é um grupo abeliano
finitamente gerado. O resultado segue então do Teorema 3.27.

Corolário 3.31. Se A é uma C-álgebra suave de dimensão relativa d (por
exemplo, d = m − n na situação do critério do jacobiano), então Hk(X,Z) é
um grupo de torção para todo k > d.
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Demonstração. Como ΩkA/C = 0 para k > d, temos Hk
dR(A/C) = 0. Pelo

Teorema 3.27, HomZ(Hk(X,Z),C) = 0, o que equivale a Hk(X,Z) ⊗Z Q = 0,
pois C é um Q-espaço vetorial.

Observação 3.32. O corolário acima é surpreendente: X é uma variedade de
dimensão real 2d, mas sua homologia (racional) se anula acima da dimensão d.
De fato, vale um resultado mais forte, devido a Andreotti e Frankel [6]: X tem
o tipo de homotopia de um complexo CW de dimensão ≤ d, e em particular
Hk(X,Z) = 0 para k > d.

Para ir além

O Teorema 3.27 é o ponto de partida de diversas teorias.

� Teoria de Hodge. A estrutura algébrica de Hk
dR(A/C) (por exemplo, a

filtração pelo “tipo” das formas, como as formas de primeira e segunda
espécie do exemplo da curva eĺıptica) se reflete em estruturas finas na coho-
mologia singular: as estruturas de Hodge (mistas, no caso não-compacto).

� Peŕıodos. Se as equações Pi e a forma ω têm coeficientes em Q, então
as integrais

∫
σ
ω são números complexos chamados peŕıodos [8]. Por ex-

emplo, 2πi =
∫
|z|=1

dz/z é um peŕıodo, bem como os peŕıodos de curvas

eĺıpticas e os valores ζ(n) da função zeta de Riemann. O isomorfismo
de Grothendieck, que identifica duas estruturas racionais distintas sobre
o mesmo espaço vetorial complexo, é a origem da teoria aritmética dos
peŕıodos.

� Cohomologia p-ádica. Como vimos no exerćıcio sobre Fp[x], a cohomolo-
gia de de Rham se comporta mal em caracteŕıstica p > 0. Teorias de co-
homologia p-ádica (Monsky–Washnitzer, cristalina, ŕıgida) corrigem este
defeito levantando a situação à caracteŕıstica zero, e têm aplicações im-
portantes à contagem de pontos de variedades sobre corpos finitos.
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Apêndice: álgebras e conjuntos algébricos

Ao longo destas notas, usamos livremente o ponto de vista segundo o qual
uma C-álgebra de tipo finito é um anel de funções num subconjunto de Cm
definido por equações polinomiais. Neste apêndice, resumimos este dicionário.
Para as demonstrações, veja, por exemplo, [2]. Usamos o corpo C apenas por
conveniência: tudo o que segue vale igualmente, com as mesmas demonstrações,
substituindo C por um corpo algebricamente fechado k qualquer.

Definição A.1. Uma C-álgebra A é de tipo finito se é gerada, como C-álgebra,
por um número finito de elementos; equivalentemente, se A ∼= C[x1, . . . , xm]/I
para algumm e algum ideal I. Pelo teorema da base de Hilbert, I = (P1, . . . , Pr)
é finitamente gerado, de forma que A é de presentação finita. O conjunto
algébrico associado é

X = V (I) = {z ∈ Cm : P (z) = 0 para todo P ∈ I}
= {z ∈ Cm : P1(z) = · · · = Pr(z) = 0}.

Como na Aula 1, todo f = F + I ∈ A define uma função X → C, z 7→ F (z),
que não depende do representante F . A ponte entre a álgebra e a geometria é
o teorema seguinte.

Teorema A.2 (Nullstellensatz de Hilbert). Seja I um ideal de C[x1, . . . , xm].

1. Os ideais maximais deste anel são exatamente os ideais

mz = (x1 − z1, . . . , xm − zm), z ∈ Cm.

2. Se F ∈ C[x1, . . . , xm] se anula em todos os pontos de V (I), então Fn ∈ I
para algum n ≥ 1.

Corolário A.3. Seja A = C[x1, . . . , xm]/I e X = V (I).

1. As aplicações

X −→ {ideais maximais de A} −→ HomC-alg(A,C),

dadas por z 7→ mz/I e m 7→ (A→ A/m ∼= C), são bijeções. Em particular,
A/m ∼= C para todo ideal maximal m de A.

2. Um elemento f ∈ A define a função nula em X se e somente se f é
nilpotente. Em particular, se A é reduzida (isto é, não tem nilpotentes
não-nulos), então A se identifica a um anel de funções em X.

Demonstração. Os ideais maximais de A correspondem aos ideais maximais de
C[x1, . . . , xm] que contêm I, isto é, aos mz ⊃ I. Como P ∈ mz se e somente
se P (z) = 0, temos mz ⊃ I se e somente se z ∈ X. Um morfismo A → C
é sobrejetivo, logo seu núcleo é maximal; reciprocamente, A/(mz/I) ∼= C via
f 7→ f(z). Isto prova 1. A afirmação 2 é uma reformulação da segunda parte
do Nullstellensatz.
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Observação A.4 (Morfismos). Seja B = C[y1, . . . , yn]/J , com Y = V (J). Um
morfismo de C-álgebras φ : A → B é determinado pelas imagens φ(xi + I) =
Gi + J , e induz a aplicação polinomial nos pontos

φ∗ : Y −→ X, w 7−→ (G1(w), . . . , Gm(w)).

Ela está bem definida, pois P (G1, . . . , Gm) ∈ J para todo P ∈ I. Em termos
do Corolário A.3, φ∗ é simplesmente ψ 7→ ψ ◦ φ, de Hom(B,C) em Hom(A,C).
Note a inversão do sentido das flechas: para toda f ∈ A, temos φ(f) = f ◦ φ∗,
isto é, φ é o pullback de funções ao longo de φ∗: os pontos vão de Y para X, as
funções de X para Y .

Exemplo A.5. 1. C[x1, . . . , xm] corresponde a X = Cm.

2. C[x, x−1] ∼= C[x, y]/(xy − 1) corresponde à hipérbole {zw = 1}, que se
projeta bijetivamente sobre C\{0}. Mais geralmente, a localização A[1/f ]
corresponde ao aberto {z ∈ X : f(z) ̸= 0}.

3. C[x, y]/(xy) corresponde à união dos dois eixos coordenados. Este anel
não é um domı́nio: x e y são funções não-nulas, cada uma se anulando
sobre um dos eixos, cujo produto é nulo.

4. C[x]/(x2) corresponde a X = {0}, um único ponto. Porém, este anel tem
dimensão 2 sobre C: a classe de x é um nilpotente não-nulo, que define a
função nula em X. Pensamos em C[x]/(x2) como o anel de funções de um
ponto munido de uma “direção infinitesimal”. Este é o anel dos números
duais C[ε] da Aula 2: para A = C[x1, . . . , xm]/I qualquer, os morfismos
A → C[ε] correspondem aos pares (z, v) formados por um ponto z ∈ X e
um vetor v ∈ Cm tangente a X em z, isto é, tal que

∑
i
∂P
∂xi

(z)vi = 0 para
todo P ∈ I.

Os exemplos 2, 3 e 4 estão ilustrados abaixo (pontos reais).

×
zw = 1 → C \ {0} xy = 0 C[x]/(x2)

Estes últimos exemplos ilustram por que a teoria de esquemas, que associa
um espaço geométrico a qualquer anel, inclusive com nilpotentes, é a linguagem
natural para os métodos destas notas.
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