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Resumo

Num primeiro momento, explicaremos o teorema de Nesterenko acerca da
independéncia algébrica de valores de séries de Eisenstein. Em seguida, in-
dicaremos formulagdes mais geométricas deste teorema, bem como possiveis
generalizacdes, e discutiremos alguns problemas de natureza geométrica que
emergem naturalmente na busca de novos exemplos.
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1 O teorema de Nesterenko

Esta secao apresenta o teorema de Nesterenko como motivacao para as duas secoes
seguintes. Para uma ideia da demonstracdo deste resultado, referimos o leitor ao
apéndice deste texto.

A série de Eisenstein (normalizada) de peso 2k, k = 1, é definida pela férmula

Eor(g) =1+ (—l)ki Y oa-1(mg”
Bok n=1
onde By é 0 2k-ésimo nimero de Bernoulli' e 02— (1n) = ¥4, d**~!. A estima-
tiva trivial o,5_1(n) = O(n?*) mostra em particular que E;; converge para todo g no
disco unitario complexo D e define uma funcado holomorfa neste aberto.
Em seguida, adotaremos as seguintes notagoes estabelecidas por Ramanujan:

P(¢)=Ex(q)=1-24) o1(mq"

nx=1
Q(q) =E4(q) =1+240 ) o3(m)q"
nx1
R(q) =Es(q) =1-504 )_ 05(n)q"
nx=1

*Université Paris-Sud XI.
1Mais precisamente, Z‘]’.‘;O(B]-/j!) t/ = t/(exp(t) — 1). Por exemplo, By =1, B, = 1/6, B4 = —1/30, Bg =
1/42.



Em 1996, Yuri V. Nesterenko provou o seguinte resultado surpreendente, que lhe
valeu o prémio Ostrowski.

Teorema 1.1 (Nesterenko [5]). Paratodo g€ D\O0,

deg troQ(q,P(¢),Q(q),R(¢)) = 3.
Vejamos um exemplo concreto.

Exemplo 1.1. A teoria de fung¢des elipticas mostra que

4
P(e‘Z”)=§, Q(e‘z")=s(ﬂ) , Re™M=0
T T

onde w; =T'(1/4)%/v/87 é a “constante da lemniscata”. Pelo teorema de Nesterenko,
deg trQQ(e_Zn,P(e_Zn),Q(e_zn)) =3

Por outro lado, o corpo Q(1,e”,I'(1/4)) é algébrico sobre Q(e~2",P(e~2™),Q(e~2™M)).
Consequentemente, 7, e e I'(1/4) sdo algebricamente independentes. Vale notar
que mesmo a independéncia algébrica entre 1t e e™ ndo era conhecida antes do teo-
rema de Nesterenko!

Para provar seu resultado, Nesterenko criou um método que se serve das cinco
propriedades seguintes das séries P, Q e R:

1. Coeficientes que crescem polinomialmente.

2. Raio de convergéncia > 1.

3. Coeficientes inteiros.

4. Equacao de diferencial algébrica satisfazendo a D-propriedade.
5. Independéncia algébrica sobre C(q).

Expliquemos rapidamente a quarta propriedade. E um fato cldssico na teoria de
formas (quase-)modulares que as séries P, Q e R satisfazem o seguinte sistema de
equacoes diferenciais nao-lineares, conhecidas como “equac¢des de Ramanujan”:

Lp-Lp-q
qdq 12

4 o-Leq-n
qdq "3

d 1 2
qd—qR—z(PR Q)

A D-propriedade é uma condicdo técnica que diz respeito as subvariedades algébri-
cas de A*(C) = C* invariantes pelo campo

3 1, 0o 1 0o 1 5, 0
v= xoa_x() + E(xl —xz)a—xl + g(xlxz —xs)a—xz + E(xlxg - x2)6_x3

A quinta propriedade diz que ndo existe polinémio ndo-nulo f € C(gq)[x, y, ] tal
que f(PQ,R) = 0. Isto é consequéncia de um teorema de Mahler sobre a funcao
J [4] e do fato que podemos expressar P, Q e R como combinacdes algébricas de
derivadas de j.

Desde a publicacdo do teorema de Nesterenko, especialistas em teoria de trans-
cendéncia tém se questionado o seguinte:



Questdo. E possivel aplicar o método de Nesterenko a outras séries?

Em outras palavras, estamos buscando por séries satisfazendo as cinco propri-
edades anteriores. Infelizmente, até a presente data, nenhum exemplo essencial-
mente novo — isto é, que ndo possa ser “explicado” por séries de Eisenstein — foi des-
coberto. Por outro lado, ndo excluimos também a possibilidade que tais exemplos
nao existam.

2 Em busca de uma formulacao geométrica

Sendo a resposta da questdo acima positiva ou negativa, faz-se necesséario um es-
tudo mais aprofundado do método de Nesterenko. Por exemplo, podemos nos ques-
tionar se as propriedades 1 a 5 sao de fato as “condic¢des certas” a serem verificadas,
ou se ndo sdo apenas instancias particulares de propriedades mais gerais e naturais.

Observemos que as propriedades 4 e 5 sdo de natureza algebro-geométricas, en-
quanto que as propriedades 1 e 2 sdo analiticas e 3 é aritmética. O objetivo desta
secdo é propor variantes geométricas de 1 e 2 que englobam o caso estudado por
Nesterenko.

Analisemos, primeiramente, os objetos utilizados na demonstracao de Neste-
renko sob uma 6tica ligeiramente mais geométrica. Neste caso, temos um campo
vetorial algébrico com coeficientes racionais v € [(A%, T A4Q ), definido como acima, e

uma curva holomorfa (paramétrica)

u:D—A*C)
z— (z,P(2),Q(2),R(2))

log-integral de v no ponto p = (0,1,1,1) € A*(Z), isto é, u(0) = p, u'(0) #0 e
zu'(2) = v(u(z))

paratodo z € D. Apropriedade 5 diz que u é transcendente: ndo existe subvariedade
algébrica prépria de A*(C) contendo u.

Grosso modo, o método de Nesterenko diz entdao que, se a curva u pode ser de-
finida sobre Z em z = 0 2 e possui uma certa condi¢do de crescimento, entdo os
valores u(z), para z # 0, serdo transcendentes no sentido seguinte: ndo existe sub-
variedade algébrica prépria X de A4Q tal que u(z) € X(C).

A condicdo de crescimento que utilizaremos € inspirada na teoria de Nevan-
linna. Seja M uma variedade complexa (suave) projetiva e escolha um produto her-
mitiano & sobre M. A este produto hermitiano, estd associada uma 2-forma positiva
o € AV (M)R pela férmula

(v, w) = %(h(v, w) - h(v, w))

Seja u: D — M uma curva holomorfa. A todo ¢ € [0, 1], podemos calcular a “4rea de
u(Dy)” pela férmula

ay(t) :f urw
Dy

ZNeste caso, isto quer dizer que os coeficientes de Taylor das coordenadas de u sdo inteiros.




e podemos medir como esta drea varia segundo uma “média logaritmica”

r dat
Tu(r) =] au(t)—
0 t
parar € [0, 1[. Definimos desta maneira uma funcao continua e crescente T, : [0, 1[—
R:, dita funcao caracteristica de u.
Definicdo 2.1. Dizemos que u é moderada (ou possui crescimento moderado) se
Ty(r)

1
1-r

limsup
r—1- log

<00

A condicao acima é equivalente a existéncia de a, b € R tais que

1
T,(r)<a+ blogl—r

paratodo r € [0, 1].
Observagdo 2.1. E possivel dar ainda uma outra definicdo equivalente fazendo-se
uso da métrica de Poincaré em D. Esta definicdo geométrica tem como virtude evi-

denciar o fato que crescimento moderado é uma nocao invariante por automorfis-
mos do disco.

Exemplo 2.1 (Crescimento polinomial). Consideremos M = P!(C) = Cu{oco} com a
métrica de Fubini-Study. Sobre o aberto C c P!(C), aforma w é dada por

1

1122 dzndz

i
w=ddlog(l+|zl*) = —
8 21
Consideremos uma curva u : D — C = P1(C) cujos coeficientes de Taylor a, crescem
polinomialmente com 7, isto é, satisfazem a,, = O(n*) para algum k € N. Vamos
mostrar que u € moderada.
Para estimar T,,(r), utilizaremos a férmula seguintes: se g:D — Réde classe Cc?,

entao
r dt 1(1 [2n -
c b i0 _
fo(thdd g) t 2(2;; [ greao g(O))

Consequentemente, basta estimar a integral
1 [2n . 2n -
I(r) = Ef log(1+ lu(re'®)>)de =[ log\/1+ |u(re®)|2do
0 0
27 .
sf log* |u(re®)|do +logv2
0

para r préximo de 1. Ora,

. 1 k+1
lu(re®)| = <) la,r'" < (:)

n=0

> a,(re®”

n=0

3Isto é uma consequéncia da férmula de Stokes e da expressao de d° em coordenadas polares:

i = 1(0 10
d”z—ﬁ—ﬁz—(— ag— - — d)
47[( ) 4in 6r® r69® r



Logo
1
1(r) <log V2 +2(k + l)nlog:

quando r estd préximo de 1.

Observagdo 2.2. O conjunto de fungdes holomorfas «: D — P! (C) forma um corpo —
o corpo .4 (D) de fun¢des meromofas sobre D — e podemos investigar como a funcao
caracteristica se comporta com relacao as operacoes algébricas neste corpo. Dire-
mos apenas que pode-se mostrar que o conjunto de fun¢des moderadas forma um
corpo, algebricamente fechado em .# (D).

A compacidade de M mostra que a nocdo de crescimento moderado nao de-
pende do produto hermitiano escolhido, logo esta definicao depende apenas de M.
Um dos motivos pelos quais esta nog¢ao ¢ tdo flexivel se deve ao teorema seguinte.

Teorema 2.3 (Invaridncia birracional). Sejam M e N duas variedades complexas
projetivas, f : M — N um morfismo birracional e u : D — M uma curva holomorfa.
Entdo u é moderada se, e somente se, f o u é moderada.

Dentre as inimeras consequéncias deste teorema, destacamos o fato que pode-
mos definir de maneira canodnica a nocao de crescimento moderado numa varie-
dade quase-projetiva M: basta considerar uma compactificacdo projetiva M de M.

Por exemplo, tanto P"(C) quanto P1(C)x---xP1(C) definem compactificacoes de
A"(C) e podemos definir funcdes caracteristicas segundo as formas de Fubini-Study
W] = Wpr OU W2 = Wp1 &+ & wp1. O teorema acima diz que uma curva holomorfa
u:D — A"(C) serd moderada com respeito a w; se, e somente se, ela ¢ moderada
com respeito a wp. Em particular, quando temos uma curva em A’ (C), podemos
estudar o crescimento moderado coordenada por coordenada.

Por fim, um resultado ndo publicado devido a Bost-Randriambololona (cf. apén-
dice) justifica o interesse em curvas moderadas. Informalmente, ele diz que o mé-
todo de Nesterenko pode ser adaptado de forma a englobar curvas moderadas quais-
quer.

Observagdo 2.4. A nogao de crescimento moderado pode ser definida sobre domi-
nios mais gerais que D. De fato, utilizando-se das func¢des de Green é possivel definir
(work in progress!) uma nog¢ao andloga de crescimento moderado para uma superfi-
cie de Riemann hiperbélica qualquer. Isto é desejavel se buscamos outros exemplos
para aplicar o método de Nesterenko. Neste caso, a condicao 2 tem de ser substi-
tuida por uma outra condic¢ao natural em teoria do potencial.

3 Curvas moderadas e equacoes diferenciais

Na sec¢do precedente, vimos que o crescimento moderado de uma curva € suficiente
para o método de Nesterenko. No caso classico estudado por Nesterenko, tinhamos
um certo conhecimento explicito sobre os coeficientes de Taylor das fun¢des envol-
vidas, e isto mostra que a curva que estas funcées definem é moderada. Em geral
nao podemos ser tdo otimistas e podemos nos questionar se o crescimento mode-
rado ndo pode ser deduzido de outra maneira.



As curvas que nos interessam sao tangentes a uma laminacao algébrica* e pode-
mos esperar que tal situacao imponha restricdes no crescimento de u. De fato este
é o caso se M = P"*(C), pelo menos genericamente, como veremos mais a frente.

Seja h um produto hermitiano sobre M, w a 2-forma associada a & como expli-
cado acima, e u : D — M uma curva holomorfa. Consideremos a métrica de Poincaré
sobre D, cujo elemento de arco é dado pela formula

2

ds=
1—|z?

|dz|

O elemento de drea de D é induzido pela 2-forma
i 2 \?
du=-|——=| dzndz
" 2(1—|z|2) anes
Um célculo simples mostra que
u*o=u'(@I°du

onde | u/(2)|| denota a norma da aplicacdo tangente associada a u no ponto z se-
gundo as métricas & em M e de Poincaré em D. Diremos que || u'(z)| é a derivada
hiperbdélica de u em z.

Proposicdo 3.1. Se a derivada hiperbdlica de u ¢é limitada em D, entdo u é mode-
rada.

Demonstragdo. Basta provar que existem a, b € R tais que a fungao

- [ )
0o \Jp; t

satisfaz E(r) < a+ blog 1TIr Um célculo direto em coordenadas polares mostra que

1
E(r) = 87rlog—1 e +8mlog =

e podemos tomar a=0e b = 8. |

A classificacao de fibrados linha sobre um espaco projetivo mostra que toda
laminag¢do em P”(C) é induzida por uma secdo global de €'(k) ® Tpg, para algum
k € Z. Dizemos que laminacdo é de grau d se ela é induzida por uma sec¢do de
od-1) ®Tpn(c). O conjunto

£(n,d)=PH"(PE,0(d~1)®Tpn))

de laminacgdes de grau d em P” é, canonicamente, um espaco projetivo e, portanto,
uma variedade algébrica.

Teorema 3.1 (Brunella, cf. [3]). Seja d = 2. Existe um aberto de Zariski U c £ (n,d)
tal que toda curva u : D — P"(C) tangente a uma laminacdo de U possui derivada
hiperbdlica limitada.

4Isto ¢, uma folheagio (singular) algébrica de dimensdo 1. Tal objeto pode ser definido a partir de um
recobrimento aberto, na topologia de Zariski, M = U; U;, campos algébricos v; € I'(U;, Ty, ) e fungdes de
transicdo g;; € I'(U; N Uj,@x) tais que v; = g;;V;j € gjk = &§ij&jk- Equivalentemente, uma laminagao é
dada a partir de uma se¢@o global de L ® Tyj, onde L é um fibrado linha algébrico sobre M.



Aqui, dizemos que u é tangente a umalaminacao £ se, fora do conjunto singular
de &, aimagem de u estd localmente contida em folhas de £. A condigao é vazia
dentro do conjunto singular de £.

Observagdo 3.2. Explicitamente, podemos tomar U como sendo o conjunto das la-
minagdes que ndo possuem curvas algébricas invariantes e cujas singularidades sdao
isoladas hiperboélicas®.

O ponto central deste teorema é que uma folheacdo em U nao admite curvas
tangentes inteiras. Admitindo-se este fato, indiquemos as linhas gerais de sua de-
monstracao.

“Demonstrag¢do”. Suponha que uma laminacao £ sobre uma variedade projetiva
hermitiana (M, h) satisfaca a seguinte hipdtese: nédo existe C — M ndo-constante
tangente a . (Em particular, o conjunto singular de £ é Brody hiperbdlico.) A
demonstragdo do teorema se dé por contradicdo, como na demonstra¢gdo do lema
de Brody: supomos que existe u: D — M tangente a £ satisfazendo

sup(1 —|z)[/ (2)] = +oo
zeD

onde |t/ (2)|> = h(u'(2), 1 (2)), e utilizamos u para construir, via reparametrizacdes
e um argumento de equicontinuidade, uma curva inteira u : C — M tangente a £.
Mais precisamente, construimos uma sequéncia f, : D — M satisfazendo

1. t, é uma reparametrizacdo de u, i.e. uma composicao de u com um automor-
fismo do disco e eventualmente uma homotetia z— rz parar <1.

2. supep(1—12D)?1;,(2)] = |1;,(0)].
3.1, = It; (0)] tende monotonamente a +oo.
Definimos entdo u,, : D, — M por u,(z) = t,(z/r,). A segunda condicdo sobre os

implica que

lu),(2)| <

para todo z € D,,. O teorema do valor médio mostra que a sequéncia u,, € equicon-
tinua e o teorema de Ascoli, por sua vez, garante que existe uma subsequéncia de
U, que converge uniformemente em compactos a uma curva holomorfa z: C — M.
Como cada u, é tangente a £, é facil ver que u é tangente a £, o que é absurdo. W

Por outro lado, em alguns casos simples, podemos ser bastante precisos.

Consideremos, sobre A" (C), o campo

0 0
v=Pi(x))—+--+Pu(xy) —
0x1 0xy,

onde P; € C[x;]. Entdo toda curva log-integral de v é moderada. Este resultado é
uma consequéncia simples do teorema “do tipo Picard” seguinte.

5Se v = ¥;P;0/0x;, uma singularidade isolada p de v é hiperbélica se todas os autovalores A; de
(0P; /6xj Ip) sdo nao-nulos e satisfazem A; /)\j ¢ Rparatodos i, j.



Teorema 3.3. Seja u: D — P!(C) holomorfa. Se a imagem de u omite trés pontos,
entdo a derivada hiperbdlica de u é limitada em D.

Demonstragdo. Este teorema é uma consequéncia do fato que toda funcdo auto-
morfa® f:h — P!(C), onde h = {t € C | ImT > 0} possui derivada hiperbélica limi-
tada. Ora, a uniformizacido complexa de P!(C)\{0,1,00} é a funcdo A : h — P1(C),
que é uma forma automorfa de nivel I'(2). Ademais, toda funcao holomorfa u:D —
P1(C)\{0,1,00} se fatora por A e o resultado segue do lema de Schwarz em andlise
complexa. |

Vejamos agora como este ultimo teorema implica o resultado anterior. Trata-
se de mostrar que uma aplicacdo holomorfa u : D — A!(C) = C que satisfaz uma
equacao diferencial do tipo

zu'(z) =P(u(2))

para todo z € D, onde P € C[T], é moderada. Vamos supor que u nao é constante. Se
P possui uma tnica raiz, podemos resolver facilmente a equacao e constatar que u é
moderada. Senao, P possui pelo menos duas raizes distintas. Suponha, por absurdo,
que a derivada hiperbdlica de u ndo é limitada e considere g : h — D definida por
q(1) = exp(2inT). E possivel mostrar que, entdo, a derivada hiperbélica de uo g :
h — P!(C) nao ¢ limitada’ e o teorema do tipo Picard implica que existe T € b tal
que u(q(1)) é uma raiz de P. Como ¢(1) # 0, é facil mostrar, utilizando a equagao
diferencial, que u é constante igual a u(q(1)), o que é absurdo.

Observagdo 3.4. Note que as singularidades de um campo da forma v = Y_; P; (x;)0/0x;
sdo isoladas, mas ndo hiperbélicas em geral. Em particular, o resultado genérico de
Brunella ndo se aplica a este caso simples!

Observagdo 3.5. Um exemplo mais emocionante € o seguinte. Considere um campo
sobre A2(C) da forma

V=X 0 +P(x,y) 0
- Tox V3 y

E possivel mostrar, com a ajuda do segundo teorema fundamental da teoria de Ne-

vanlinna que toda curva log-integral de v é moderada.

Observagdo 3.6. E claro que ndo podemos esperar que toda curva log-integral de
um campo qualquer seja moderada. Um célculo penoso mostraque acurva u:D —
P!(C) dada por

u(z) =exp (exp(liz))

nao é moderada. Por outro lado, é facil constatar que u é componente de uma curva
em A3(C) log-integral de um campo polinomial.

Para encerrar esta se¢do mencionamos um problema natural ainda sem res-
posta: a curva de Nesterenko

u:z— (z,P(2),Q(2),R(2))

possui derivada hiperbélica limitada?

6sto ¢, uma fungdo meromorfa sobre by, invariante por um subgrupo I' de indice finito em SLy(Z) (0

“nivel” de f) e satisfazendo uma condigéo de crescimento nas cispides : para todo y € T, existe ¢y € R tal

que imsupy oo | F (YOI M T < oo,

7A reciproca também é verdadeira. Aqui, estamos utilizando a métrica de Poincaré em b.



4 Apéndice: um esboco de demonstracao

A demonstracdo do teorema de Nesterenko consiste numa aplicacao do seguinte
“critério de independéncia algébrica” e segue o arquétipo de uma prova de trans-
cendéncia usual: polinémios auxiliares, lema de zeros, etc.

Seja n = 1. Escolhamos primeiramente uma norma || || e uma funcdo grau deg
sobre o C-espaco vetorial F(Ag“,@’) =Clxp,...,Xn].

Teorema 4.1 (Phillipon, [6]). Seja p € A"*1(C) tal que existem b > a>0e fj e [(A"*!,0),
para j > 0, satisfazendo

() degfj < jlogj
(i) logllf;ll < jdog?

(iii) exp(~=bj"") <|f;(p)l <exp(-aj™)
Entao deg tro Q(p) = n.

Sejau:D — A""1(C) uma curva holomorfa moderada e transcendente. Supo-
remos também que u é definida sobre Z em 0 € D. O primeiro passo do método
consiste em encontrar os “polindmios auxiliares” g;.

Lema4.1. Para j > 0, existem g; € T(A"*!,0)\ 0 satisfazendo
1. deggj<j
2. logligjll < jlogj

3. ordz—o gjou(z) > j"*!

No caso cléssico, i.e. os coeficientes de Taylor de u possuem crescimento poli-
nomial, este lema é uma aplicacdo do “Lema de Siegel”: sejam r, s € Z tais que s > r
e A = (a;j) € Myxs(Z) satisfazendo [|Alloc < b; entdo existe x € Z5\0 com || Xl <
(sb)"/¢=") tal que Ax = 0. Em geral, se dispomos apenas do crescimento moderado
de u, podemos aplicar o “método das inclinacdes” de J-B. Bost em teoria de Arakelov
(cf. 4.2, [2]).

Em seguida, fixamos g € D\ 0, e denotamos p = u(q) e m; = ordz-o gj o u(z). A
préxima etapa consiste em demonstrar o lema seguinte.

Lema 4.2. Existem 3 > a >0 ¢, para j > 0, uma sequéncia de inteiros k; < jlogm;
satisfazendo

exp(~pm;) = |(gj o )™ (@) < exp(~am;)

Intuitivamente, podemos ler a desigualdade | (g o u)(kf) (= exp(—[Smj) dama-
neira seguinte. Notemos que, se a expansao de Taylor de uma fun¢do num certo
ponto é “pequena’, entdao por continuidade a expansao em outro ponto serad tam-
bém pequena. Por absurdo, se todas as derivadas de gj o u em g forem muito pe-
quenas, entdo suas derivadas em 0 também serdao muito pequenas, o que contradiz

o fato de que os coeficientes de Taylor sdo inteiros.

Observagdo 4.2. A demonstracdo de Nesterenko deste fato é envolvida e utiliza al-
guns truques envolvendo célculos de residuos. E possivel dar uma demonstracao
um pouco mais natural se nos colocarmos no contexto arakeloviano mencionado
acima.



A desigualdade |(gj o u) k7)) ()| = exp(-am;) é uma consequéncia das desigual-
dades de Cauchy.

Suponhamos agora que u seja log-integral de um campo v € I'(A"*!, Tyn+1). Para
simplificar as notacdes, estamos supondo que os coeficientes de v sdo inteiros, mas
o teorema vale se considerarmos coeficientes racionais.

Seja 0, a derivagdo associada a v e defina, para k = 1,

Dg=0y0@y—1o--0(@y—(k-1))
Podemos definir entdo, para j > 0,

fi =Dy, 8;
Como k; <« jlogm;j, € facil verificar que
(@) degfj < jlogm;
@ii) logl fill <« j(logj)(logm;)
Além disso, a identidade
zk(%)k = Z%O(zdiz —1)0'--0(z£— (k—l))
mostra que

(kj)

q"i(gjow™ P (q) =Dy, g; (@) = f;(p)

Pela desigualdade do lema precedente, obtemos
exp(—Pm; —ck;) < |f;(p)| < exp(—am; — ck;)

= 1 . ; . . s+l 5 . i
onde ¢ = log‘—q| > 0. Como k; « jlogmj; e m; > j"", entdo k; < m;. Logo, a
menos de renomear a constante 3, deduzimos que

exp(—Ppm;) =|fj(p)| < exp(—am;)

Altima, e notoriamente mais dificil, etapa da demonstracao consiste em mos-
trar que a sequéncia m; € assintoticamente comparavel a j n+l _isto é, m i<<] ntl
e j" < m i E aqui que devemos supor que v satisfaz a D-propriedade. Isto é

consequéncia do seguinte “lema de zeros”.
Lema 4.3. Seja u : D — A""1(C) curva log-integral de um campo algébrico
Ve F(Ag“,TAgH) satisfazendo a D-propriedade. Entao existe C > 0 tal que, para

todo f € F(Ag“,@’) que ndo anula identicamente u, temos
ord(f o) (2) = C(deg £t
z=

Para demonstrar este lema, Nesterenko emprega argumentos intrincados de te-
oria da eliminacao (4lgebra comutativa). Atualmente, dispomos de uma demonstra-
¢do mais natural e geométrica envolvendo teoria de interseccao de ciclos analiticos,
encontrada por Binyamini [1].

Observagdo 4.3. Na prética, Nesterenko teve de mostrar também que o campo asso-
ciado as equac¢des de Ramanujan satisfaz a D-propriedade, o que é bastante dificil.
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Para finalizar, daremos um gostinho da demonstracdo do lema de zeros, tra-
balhando com o menor caso possivel n = 1. Neste caso, pode-se provar que a D-
propriedade é sempre satisfeita. Isto quer dizer que ord,—g f o u(z) é uniformemente
limitada para todo f € Clx, y] = I'(A2, @) irredutivel, que nao se anula identicamente
sobre u etal que 0, f | f (isto é, V(f) é v-invariante).

Escrevamos

0 0
v=a—+b—
ox 0y

com a, b € C[x, y] e considere f € Cl[x, y] irredutivel, que nao se anula identicamente
sobre u. Se V(f) é v-invariante, ndo ha nada a fazer. Senéo, defina g =90, f e observe
que, como f é irredutivel, entdo V(f) e V(g) se intersectam propriamente. Ademais,
pelo teorema de Bézout,

degV(f)-V(g) = (degf)-(degg) < (deg f)(deg f + )

onde 6 = max{dega,degb}.
Por outro lado, se i(p, V(f)-V(g)) denota a multiplicidade do zero-ciclo V(f)-V(g)
em p = u(0), entdo

degV(f)-V(g) = i(p,V(f)-V(g)
Logo, é suficiente mostrar que

gigl(fo u)(2) <i(p,V(f)-V(g)

Em seguida, denotaremos &), o anel local de A%(C) em p. Note que, para f € Op,
ainda é possivel definir de maneira inequivoca a “multiplicidade” ord - (f o ©)(=z).
Para todo m = 0, podemos definir um ideal I,;, de @):

Imz{feﬁplorg(fou)(z)zm}
z=

Note que, para todo m, temos uma injecao
L/l —C
f=(fow™

e, como u'(0) # 0, esta aplicacdo é um isomorfismo! Logo, dim¢cl,, /1,41 = 1 para
todo m e obtemos dim¢(0p/1,,) = m.
Seja m = ord = (f o u)(2). Como u é log-integral,

ord(g o u)(z) = ord(d, (f) o u)(2) = ord(z(f o u)'(2))
z=0 z=0 z=0
:1+0rc01(fou)’(z):1+m—1:m
z=
Assim, (f, 8)0), <1, e obtemos um morfismo sobrejetor

oy oy
Lo
(80, ln

Desta forma,

m =dim(0),/1,,) < dim(@,/(f,8)0),) = i(p,V(f)-V(g)).
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