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Figura: Isaac Newton (1643-1727)




LEma XXVIII!

Nao hd figura oval cuja drea, arbitrariamente destacada por linhas retas,
possa ser universalmente encontrada por meio de equacies de qualquer ni-
mero finito de termos e dimensaes.

A fungdo A(t) ndo é algébrica!




Definicao
Dizemos que f(t) é uma fungdo algébrica se existe um polinmio
ndo-nulo P(x, y) tal que P(t,f(t)) =0.

“Uma func¢3do é algébrica se o seu grafico estd contido numa curva
algébrica plana.”

Exemplo
A fungdo f : [0,1] — R, f(t) = tV1 — t?, é algébrica.




Definicao
Uma fun¢do n3o-algébrica é chamada de transcendente.

Exemplo (circulo)

Fungdes trigonométricas sao transcendentes:

A(t) = ffSr. dxdy
= Jarctan(t)

Exemplo (elipse)

COROLARIO — Assim, a drea de uma elipse, descrita por um raio traga-
do a partir do foco até o corpo mével, nao pode ser encontrada a partir do
tempo dado por uma equacio finita; e, portanto, ndo pode ser determinada
pela descri¢io de curvas geometricamente racionais. Chamo de geometrica-
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Figura: Gottfried W. Leibniz (1646-1716)

Quant au cercle et a l'ellipse, I'impossibilité de leur quadrature generale est
assez demonstrée, mais je n'ay pas encore vi qu'on aye donné aucune
demonstration pour prouver, que le cercle entier, ou quelque portion determinée
n'est pas quadrable.




Definicao
Um nimero o € C é algébrico se existe um polinémio n3o-nulo
P € Q[X] tal que P(a) = 0.

Exemplo
>a=185 pox2_x_1

> o= e?is = cos(27X) + isin(27X), P=X"—1

Estrutura: nimero algébricos formam um subcorpo Q C C;
simetrias (teoria de Galois).



Definicao
Um nidmero complexo é transcendente se n3o é algébrico.
Exemplo

» 7w =3,14159... (Lindemann, 1882)

» Zeros da fungdo de Bessel Jy(z) (Siegel, 1929)

» e™ (Nesterenko, 1996)
Estrutura? Como decidir se dois niimeros transcendentes estdo
relacionados?
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Figura: Maxim Kontsevich e Don Zagier




Definicao
Um periodo é um nimero complexo cujas partes real e imaginaria sdo
integrais convergentes

/ f(X1, .., Xn)dXy -+ dXpy
D

onde f é uma funcg3o racional (ou algébrica) com coeficientes racionais e
o dominio D C R" é dado por desigualdades polinomiais com coeficientes
racionais.

Exemplo
» Nimeros algébricos: v/5 = f2X2<5 dx
> Areas: 7, A(t) (t € Q)
_ 2 dx

> Logaritmos de nlmeros algébricos: log(2) «©

—J1 x
> Valoresde (: ((3) =221 &

n=1

= f _dxidxodxs
0<x1 <xp<x3<1 (1—x1)x2x3

Periodos formam um subanel enumeravel de CI



Relagoes:
1. Aditividade:

e o fon g oty
D D D D1UD; Dy D,

2. Mudanca de variaveis algébrica:

L@wzﬁww)
foon L

Conjectura (Kontsevich—Zagier)

3. Férmula de Stokes:

Toda relagdo linear entre periodos é uma combinagdo das relagoes
acima.



Exemplo (Calabi)
A identidade de Euler

2

=1 T

é equivalente a

// 2dxdy // 4dudv
0<x,y<1 ( — Xy \/7 u, v>0 1+ U2 1 + V2).

Considere a mudancga de variaveis

(X7y)_<21+v 1+u2>_

1+u2’ 14 v2




Figura: Alexander Grothendieck (1928-2014)



» Um periodo é uma integral wa, onde w é uma forma
diferencial polinomial sobre uma variedade algébrica sobre Q

X=A{(z1,...,2z,) € C": Pi(z1,...,2,) =0, 1 < i< m},
e D C Y, onde Y C X é uma subvariedade algébrica.

» Relagdo com a teoria de motivos (cohomologia de variedades
algébricas).

» Teoria de Galois para periodos (conjectural).

Conjectura (Grothendieck)

Toda relagdo algébrica entre periodos tem origem motivica.



Aplicacdo:
» Considere a m-ésima série de Poincaré:

e27r/m'y-z

Pm.kn(z) = Z — Im(z) >0
YET s\ (N) (cz + d)

Forma modular de peso k e nivel N:

» Série de Fourier:
mkN Zan mkN 27rmz
neZ
» Férmula explicita (“altamente transcendente”): se m,n > 0

an(P_myn) = 27(—1)? (ﬂ); 3 Mlm <@)

m
c>1,N|c



Em alguns casos, a,(P—mn) € racional, e.g.:
P_140=q '+2q°—49¢° + 48¢% + 771g™ — -+ -, g = e

Porqué?
Teorema (F. '20)

Os coeficientes de Fourier de séries de Poincaré sdo periodos.

Exemplo: se dim Sx(Io(N)) = 1, entdo

S

A

an(me,k,N) € @P + Qv p=

?b

Joum
w [,

Corolario
Se (N, K) € {(9,4),(27,2), (32,2),(36,2), (49, 2)} entdo
an(P-mk,n) € Q para todos m,n > 0.



Obrigado!



