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Figura: Isaac Newton (1643-1727)



A função A(t) não é algébrica!



Definição

Dizemos que f (t) é uma função algébrica se existe um polinômio
não-nulo P(x , y) tal que P(t, f (t)) ≡ 0.

“Uma função é algébrica se o seu gráfico está contido numa curva
algébrica plana.”

Exemplo

A função f : [0, 1]→ R, f (t) = t
√

1− t2, é algébrica.

P(x , y) = y2 − x2(1− x2)



Definição

Uma função não-algébrica é chamada de transcendente.

Exemplo (ćırculo)

Funções trigonométricas são transcendentes:

Exemplo (elipse)



Figura: Gottfried W. Leibniz (1646-1716)



Definição

Um número α ∈ C é algébrico se existe um polinômio não-nulo
P ∈ Q[X ] tal que P(α) = 0.

Exemplo

I α = 1+
√

5
2 , P = X 2 − X − 1

I α = e2πi k
n = cos(2π k

n ) + i sin(2π k
n ), P = X n − 1

Estrutura: número algébricos formam um subcorpo Q ⊂ C;
simetrias (teoria de Galois).



Definição

Um número complexo é transcendente se não é algébrico.

Exemplo

I π = 3, 14159 . . . (Lindemann, 1882)

I Zeros da função de Bessel J0(z) (Siegel, 1929)

I eπ (Nesterenko, 1996)

Estrutura? Como decidir se dois números transcendentes estão
relacionados?

ζ(2) =
∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
, ζ(3) =

∞∑
n=1

1

n3
= ?



Figura: Maxim Kontsevich e Don Zagier



Definição
Um peŕıodo é um número complexo cujas partes real e imaginária são
integrais convergentes ∫

D

f (x1, . . . , xn)dx1 · · · dxn,

onde f é uma função racional (ou algébrica) com coeficientes racionais e

o doḿınio D ⊂ Rn é dado por desigualdades polinomiais com coeficientes

racionais.

Exemplo

I Números algébricos:
√

5 =
∫

2x2≤5
dx

I Áreas: π, A(t) (t ∈ Q)

I Logaŕıtmos de números algébricos: log(2) =
∫ 2

1
dx
x

I Valores de ζ: ζ(3) =
∑∞

n=1
1
n3 =

∫
0<x1<x2<x3<1

dx1dx2dx3

(1−x1)x2x3

Peŕıodos formam um subanel enumerável de C!



Relações:

1. Aditividade:∫
D

(ω1 + ω2) =

∫
D
ω1 +

∫
D
ω2,

∫
D1tD2

ω =

∫
D1

ω +

∫
D2

ω

2. Mudança de variáveis algébrica:∫
ϕ(D)

ω =

∫
D
ϕ∗(ω)

3. Fórmula de Stokes: ∫
D
dω =

∫
∂D
ω.

Conjectura (Kontsevich–Zagier)

Toda relação linear entre peŕıodos é uma combinação das relações
acima.



Exemplo (Calabi)

A identidade de Euler

ζ(2) =
∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6

é equivalente a∫∫
0≤x ,y≤1

2dxdy

(1− xy)
√
xy

=

∫∫
u,v≥0

4dudv

(1 + u2)(1 + v2)
.

Considere a mudança de variáveis

(x , y) =

(
u2 1 + v2

1 + u2
, v2 1 + u2

1 + v2

)
.



Figura: Alexander Grothendieck (1928-2014)



I Um peŕıodo é uma integral
∫
D ω, onde ω é uma forma

diferencial polinomial sobre uma variedade algébrica sobre Q

X = {(z1, . . . , zn) ∈ Cn : Pi (z1, . . . , zn) = 0, 1 ≤ i ≤ m},

e ∂D ⊂ Y , onde Y ⊂ X é uma subvariedade algébrica.

I Relação com a teoria de motivos (cohomologia de variedades
algébricas).

I Teoria de Galois para peŕıodos (conjectural).

Conjectura (Grothendieck)

Toda relação algébrica entre peŕıodos tem origem mot́ıvica.



Aplicação:

I Considere a m-ésima série de Poincaré:

Pm,k,N(z) =
∑

γ∈Γ∞\Γ0(N)

e2πimγ·z

(cz + d)k
, Im(z) > 0

Forma modular de peso k e ńıvel N:

Pm,k,N(γ · z) = (cz + d)kPm,k,N(z), γ =
(
a b
c d

)
∈ Γ0(N)

I Série de Fourier:

Pm,k,N(z) =
∑
n∈Z

an(Pm,k,N)e2πinz

I Fórmula expĺıcita (“altamente transcendente”): se m, n > 0

an(P−m,k,N) = 2π(−1)
k
2

( n

m

) k−1
2

∑
c≥1,N|c

K(−m, n; c)
c

Ik−1

(
4π
√
mn

c

)



Em alguns casos, an(P−m,k,N) é racional, e.g.:

P−1,4,9 = q−1 + 2q2 − 49q5 + 48q8 + 771q11 − · · · , q = e2πiz

Porquê?

Teorema (F. ’20)

Os coeficientes de Fourier de séries de Poincaré são peŕıodos.

Exemplo: se dimSk(Γ0(N)) = 1, então

an(P−m,k,N) ∈ Qρ+ Q, ρ =

∫
γ1
ω
∫
γ2
η −

∫
γ2
ω
∫
γ1
η∫

γ1
ω
∫
γ2
ω −

∫
γ2
ω
∫
γ1
ω

Corolário
Se (N, k) ∈ {(9, 4), (27, 2), (32, 2), (36, 2), (49, 2)} então
an(P−m,k,N) ∈ Q para todos m, n > 0.



Obrigado!


