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Introducao

Estas sdo as notas de aula da disciplina MM/13 — Varidveis Complexas,
oferecida no Instituto de Matematica, Estatistica e Computagao Cientifica
(IMECC) da Unicamp no primeiro semestre de 2026. Cada segdo destas
notas corresponde a uma aula.

Contetido. O objeto central do curso sdo as fungdes holomorfas de uma
variavel complexa: fungbes f: 2 C C — C que admitem derivada no sentido
complexo. Essa condicao, aparentemente analoga a diferenciabilidade em
uma varidvel real, é muito mais rigida: veremos que toda fun¢do holomorfa
¢ infinitamente diferenciavel, é dada localmente por uma série de poténcias
e é determinada pelos seus valores em qualquer subconjunto com um ponto
de acumulagao. A ferramenta principal é a teoria de integragdo de Cauchy
— o teorema de Cauchy, a formula integral de Cauchy e suas consequéncias
(estimativas de Cauchy, teorema de Liouville, teorema de Morera, principio
da continuacao analitica).

Em seguida estudamos singularidades, séries de Laurent, funcbes me-
romorfas e o calculo de residuos, com aplicagoes ao calculo de integrais e
somas de séries. Um fio condutor do curso sdo as fungoes especiais: a fun-
¢ao I' e a fungdo ¢ de Riemann, sua continuagdo analitica e sua equagado
funcional, e a relacdo com os nimeros primos. Tratamos também do loga-
ritmo complexo, das aplicagoes conformes (isto é, que preservam angulos),
do lema de Schwarz e dos automorfismos do disco, do teorema da aplicacdo
de Riemann e das fun¢oes harmoénicas (problema de Dirichlet e nicleo de
Poisson). O curso termina com o teorema dos niumeros primos e uma ideia
da sua demonstracao.

Ao final, incluimos as duas provas do curso, com os respectivos gabari-
tos, e, como anexo, notas curtas com uma abordagem mais geométrica (via
formas diferenciais e o teorema de Stokes) da férmula integral de Cauchy e
do teorema fundamental da algebra.

Ementa oficial. Segundo o catdlogo da Unicamp, a ementa da disciplina
MM413 é:

Nuimeros complexos. Fungoes analiticas. Séries. Integracdo complexa.
Teorema de Cauchy. Teorema de Liouville. Principio do médulo ma-
ximo. Residuos. Desenvolvimento em séries de Taylor e Laurent. Fun-
¢Oes harmonicas. Férmula de Poisson. Teorema de Runge. Teorema
da aplicacdo de Riemann.

Varios tépicos abordados no curso vao além dessa ementa, em especial os
ligados as fungoes especiais: produtos infinitos e o produto de Euler, a fungao



I', a fungdo ¢ de Riemann (sua continuacao analitica, sua equacao funcional
e seus zeros), os nimeros de Bernoulli e os valores ((2k), e o teorema dos
nimeros primos com a ideia da sua demonstracido. Esses tépicos foram
incluidos para ilustrar a teoria geral com exemplos centrais da matematica.

Bibliografia. O curso seguiu como referéncia principal o livro

[1] E.M. Stein e R. Shakarchi, Complex Analysis. Princeton Lectures in
Analysis I1, Princeton University Press, Princeton, 2003.

Para as fungoes especiais (I, ¢ e muitas outras), o classico insuperavel é

[2] E.T. Whittaker e G.N. Watson, A Course of Modern Analysis, 5* ed.,
editada por V. H. Moll. Cambridge University Press, Cambridge, 2021.

Sobre estas notas. Estas sd@o notas de aula: elas reproduzem o que foi
feito em sala, e por isso o estilo é casual e informal, com demonstragoes
as vezes apenas esbocgadas e detalhes deixados como exercicio. Elas nao
pretendem ser tdo completas nem tdo cuidadosas quanto um livro-texto;
para isso, recomendamos a bibliografia acima.

Atencao: estas notas foram digitalizadas com o auxilio de inteligéncia
artificial a partir do manuscrito usado em sala de aula, e nao foram revisa-
das cuidadosamente pelo autor. Elas certamente contém erros, tanto de
transcrigdo quanto matematicos, e devem ser lidas com cautela. Corregoes
e sugestoes sdo bem-vindas.

Agradecimentos. Agradeco a Waleed Noor por ter disponibilizado as
suas notas de aula de Variaveis Complexas, nas quais também me baseei
para preparar este curso.



Notas de aula

Aula 1

Introducdo. Algumas motivaces para o curso:!

o Para z € R com |z| < 1, valem as expansdes em série

L:1+x+$2—|—~--, 1 :1—x2+x4—--~.

1—x 1+ a2
A primeira fungdo nao estd definida em x = 1, mas a segunda esta
definida (e é infinitamente diferenciavel) em toda a reta. Por que a
sua série também s6 converge para |x| < 17 A resposta aparece quando
olhamos para 1/(1+ 22) como fungdo de uma varidvel complera z: ela

tem singularidades em z = =£i, que estdo a distancia 1 da origem.
o Parti¢oes de N em progressoes aritméticas (veja abaixo).

Teorema. Ndo é possivel escrever o conjunto Zso = {1,2,3,...} como
uma unido disjunta de um numero finito n > 2 de progressées aritméticas
infinitas com razéoes duas a duas distintas.

Note que, se permitirmos razoes iguais, isso é facil: por exemplo, Z~qg € a
unido disjunta dos pares e dos impares, ambos de razao 2. A demonstragao
abaixo usa, de maneira essencial, nimeros complexos.

Demonstragdo. Suponha, por absurdo, que
Z>0251|_|SQI_|"‘USH, S’i:{ai, ai—l—di, ai—|—2di,...},

com a;,d; € Z~g e d; < dy < --- < d,. Note que d; > 2 para todo i: se
alguma razao fosse 1, a progressao correspondente conteria todos os inteiros
a partir de um certo ponto, e as outras n — 1 > 1 progressoes (infinitas e
disjuntas dela) nao caberiam no complementar, que é finito.

Para z € C com |z| < 1, todas as séries abaixo convergem absolutamente,
e podemos reagrupar os termos da série ), -, 2™ segundo a partigao:

o0
d A=Y M+ > 2
m=1 meSt meSy
Somando as séries geométricas, obtemos

ay as »an

z z
1—2z 1-—2z%

z
1 — 2%

+ para todo |z| < 1. (%)

Veja R. E. Rodriguez, I. Kra e J. P. Gilman, Complex Analysis: In the Spirit of Lipman
Bers, 2% ed., Springer, 2013, §1.1, e o Exercicio 22 do Capitulo 1 de Stein—Shakarchi.



Seja w = €2™/4n uma raiz d,-ésima primitiva da unidade, e faca z = tw

comt € (0,1),t — 17. Entao:

e como d,, > 2, temos w # 1, logo o lado esquerdo de (%) converge para

w/(1—w);

e parai < n, temos 0 < d; < d,, logo w® # 1 e o0 i-ésimo termo do lado
direito converge para w® /(1 — wdi);

e mas w™ = 1, e o Gltimo termo satisfaz
‘ (tw)?n tan Ly
= 0.
1— (tw)dn| 1 —tdn

Assim, quando t — 17, o lado esquerdo de (%) e os n — 1 primeiros termos
do lado direito tém limites finitos, enquanto o 1ltimo termo explode, o que
contradiz (x). O

A mesma ideia mostra um pouco mais: numa particdo de Z~y em finitas
progressoes aritméticas, a maior razdo aparece pelo menos duas vezes.

Panorama do curso. Os principais assuntos do curso serao:

o Fungoes holomorfas (analiticas) em uma varidvel z € C: fungoes de-
rivaveis no sentido complexo. Essa condicdo equivale as equacoes de
Cauchy—Riemann e é muito mais forte que a diferenciabilidade real:
veremos que toda funcao holomorfa é infinitamente diferenciavel e lo-
calmente dada por uma série de poténcias (Aulas 1-3 e 6).

o Integracdo complexa: a teoria de Cauchy, isto é, o estudo de integrais

Lf(z) dz

ao longo de curvas v no plano complexo. Os resultados centrais sdo o
teorema de Cauchy ( f7 f(2) dz = 0 para curvas fechadas, sob hipdteses
adequadas) e a férmula integral de Cauchy, que recupera os valores de
f no interior de um disco a partir dos seus valores no bordo. Dai saem
o teorema de Liouville, o teorema fundamental da dlgebra e o principio
da continuacao analitica (Aulas 4-7).

v

/,_J



o Séries de Taylor e de Laurent:

f(z) = Z anz".
neZ

As séries de Laurent, que admitem poténcias negativas, descrevem
M )
perto de uma singularidade isolada; o coeficiente a_1 é o residuo.

e Singularidades e funcoes meromorfas. Classificaremos as singulari-
dades isoladas (removiveis, polos e essenciais) e estudaremos as fun-
¢oes meromorfas, como cotg(z), I'(s) e ((s). O teorema dos resi-
duos permite calcular integrais reais e somas de séries, por exemplo
> us11/n? = 72 /6; o principio do argumento e o teorema de Rouché
permitem contar zeros (Aulas 11-18).

e Teorema da aplicacao de Riemann: todo aberto simplesmente conexo
préoprio de C é conformemente equivalente ao disco unitdario. Para
chegar 14, estudaremos o logaritmo complexo, as aplicacées conformes,
o lema de Schwarz e os automorfismos do disco, e usaremos familias
normais e o teorema de Montel (Aulas 19-25). Em seguida, veremos
as fungdes harmonicas e o problema de Dirichlet (Aulas 26-27).

/ ! conforme [/ )
<>

o A fungdo ¢ de Riemann e o teorema dos nimeros primos (TNP):

#{p primo : p < z} ~ T — 0.

logz’

A fungao ((s) = >°,51n~° serd um exemplo recorrente: veremos o
produto de Euler, sua continuagdo analitica a C \ {1}, sua equacao
funcional, os valores ((2k) e o enunciado da hipdtese de Riemann. O
curso termina com a ideia da demonstracao do TNP, cujo ponto-chave
é que ((s) # 0 na reta Re(s) =1 (Aulas 7-9, 15, 20 e 27-28).

0) Notagoes

o O plano complexo é denotado C = {z =z +iy: x,y € R}.

z=x+1y

Bl------



o A parte real de z é denotada x = Re(z) e a sua parte imagindria,

y = Im(2).

O conjunto C é uma R-algebra com a regra i> = —1. Verifica-se ainda
que C é um corpo.

A conjugacdo complexa é a operacao
C—C, z=x 4y —Z=1a— iy,

que corresponde geometricamente a uma reflexdo no eixo real.

|

|

| ~

T I reflexao
|

|

|

O mddulo (ou valor absoluto) de z = x + iy € C é o nimero real > 0

|z| = /22 + y? = V2Z.

As partes real e imaginaria de z também se escrevem em termos da
conjugacao complexa:

A forma polar de um ntimero complexo z # 0 é uma expressdo da
forma z = re’®, com r > 0, onde

¢ = cos(f) + isen(h).

Aqui, r = |z| é o mddulo de z e 6 = arg(z) é o seu argumento. Note
que # nao é unico: todo nimero da forma 6+ 27mn, com n € Z, também
é um argumento de z.

A forma polar é 1til em problemas multiplicativos, pois re® - se =

rsel@+e),

10



e O disco aberto de raio r e centro zg e o disco fechado correspondente
sao denotados

Dy(z0) ={2z€C: |z — 2| <1}, D.(2) ={z€C:|z— 2| <r}.

Dy(z0) Dy (20)

O disco unitdrio é denotado D = D1(0) = {z € C: |2| < 1}.
o O circulo de raio r e centro 2 ¢é a fronteira de D, (zp):

Cr(20) = 0Dy (20) = {2 € C: |z — 2| =}

e Se 2 C C é um subconjunto limitado, denotamos o seu didmetro por
diam(Q2) = sup |z — w|.

Z,weN

1) Fungoes holomorfas

Seja © C C um aberto e f: Q — C uma fungao.

Definicao 1.1. Dizemos que f é holomorfa em zy € §2 se existe o limite

f,(ZO) _ }Llil% f(Z(] +h})L_ f(ZO)

Neste caso, f'(29) é a derivada (“no sentido complexo”) de f em z.

No limite acima, h é um ndmero complexo tendendo a zero, e o quociente
é um quociente de nimeros complexos! Esta no¢do de derivada é diferente
da derivada de fungoes de varias variaveis reais.

Q -

Observagdo 1.2. A funcao f é holomorfa em zy se, e somente se, existe a € C
(a posteriori, a = f'(z9)) tal que

f(z0 + h) = f(z0) + ah + o(h), h — 0.

Lembremos que o(h) denota uma fungao ¢(h) tal que ¢(h)/h — 0 quando
h — 0.

11



Defini¢ao 1.3. Dizemos que f é holomorfa em 2 se é holomorfa em todo
2o € Q. Uma fungdo holomorfa em todo o plano complexo (2 = C) é dita
inteira.

Exemplo 1.4. 1. Os polindmios p(z) = ag+a1z+-- -+ apz" € C[z] sdo
fungGes inteiras, com

P(2) = a1 +2a22 4+ - + na,z" "L

2. A funcdo f(z) = 1/z é holomorfa em C \ {0} e f'(z) = —1/22.
3. A fungdo f(z) =z nao é holomorfa (em nenhum ponto), pois

flzo+h) = f(z20) _h
h h

nao converge quando h — 0: se h — 0 no eixo real, o limite é 1; se
h — 0 no eixo imaginério, o limite é —1.

Os dois primeiros exemplos se verificam diretamente a partir da definicao,
com os mesmos argumentos do Calculo 1.

Proposicao 1.5 (Operagoes algébricas). Se f,g sdo holomorfas em Q C C,
entio f+ g e f-g sdo holomorfas em € e

(f+9)=f+g., (f-9'=Ffag+1d.
Se g(z0) # 0, entdo f/g é holomorfa em uma vizinhanga de zy e
(f)’:(Vg—-fd
9 9>
Demonstragdo. Como no Célculo 1. O

Observagio 1.6. O conjunto
OQ)={f: Q— C: f holomorfa}

é um anel (comutativo, com unidade). Veremos que, quando 2 é conexo,
O(Q) é um dominio!

Proposigao 1.7 (Composigao). Se f: Q@ - U C C e g: U — C sdo holo-
morfas, entdo go f: 0 — C é holomorfa e

(gof) =(gof)-f

Demonstragdo. Como no Célculo 1. O

12



Aula 2

2) Equagoes de Cauchy—Riemann

Como C se identifica a R? via = + iy — (,y), toda funcio
f=u+iw: QCC—C, u = Re(f), v=1Im(f),

se identifica a uma aplicacao

F = (u,v): Q CR?> = R? (x,y) — (u(z,y),v(z,y)).

Lembremos que F' é diferencidvel em Py = (xo,y0) se
F(Py+ H) = F(Py)+J(H) +o(|H|), H—0,

para alguma transformacdo linear J: R? — R?; aqui, |H| denota a norma
euclidiana de H € R%. Nestas condicbes, J é tinica e representada pela

matriz jacobiana
g %(Po) %(Po) .
5s (Po) gy (Po)

Agora, se f é holomorfa em zy = zg + iyg, entdo segue da Observa-
c¢ao 1.2 que F' é diferenciavel em Py, e J é a transformacao linear dada pela
multiplicacio por f/(z) (sob a identificacio C = R?, com H = (hy,ho)
correspondendo a h = hy + ihs). Se f'(z0) = a + ib, entdo

(a + lb)(hl + lhg) = ahy — bhy + Z(bhl + ahg),

ou seja, em termos de R?,
a —b hl . ah1 — bhz
b a ha o bhi + ahs | -

S <a —b) _ (g;(Po) 3?;(%)) '
b a (P) R

Comparando as entradas, obtemos as equagdes de Cauchy—Riemann (CR)

Logo

no ponto Fy:

ou Ov ov ou

or oy’ dx Oy

13



Observagio 2.1. o det(J) = a® +b% = |f'(20)]%.

e Se f é holomorfa e f’ # 0, entao F é conforme, isto é, preserva angulos
(sua derivada em cada ponto é a composi¢do de uma rota¢do com uma
homotetia).

e Das equacbes acima,

, ou Ov 0
(e0) = SE(P0) +igo(Ro) = 22 (R)
_Ov Ou _10f
—%(Po)—Z@(PO) ga*y(Po)

E conveniente reformular as equagoes de Cauchy—Riemann em termos
dos operadores de Cauchy—Riemann (ou derivadas de Wirtinger):

81<a+18> 81<8_18)
0z 2\0z i0dy)’ 0z 2\0x idy)’

Se f é holomorfa em zg, entao

Z(zo) =0 e gﬁ(zO) = f'(20) <= 2(35(20))

A equacao % = 0 é equivalente as equagoes de Cauchy—Riemann.

Teorema 2.2. Seja f = u+iv: Q — C. Sewu,v sdo de classe C’lr e satisfazem
as equagoes de Cauchy—Riemann, entdo f é holomorfa e f' = %.

Demonstragdo. Como u,v sio C! (em particular, diferencidveis), temos,
para h = hy + ihy — 0,

ou ou

uw(x + hi,y + ho) = u(z,y) + %hl + @hz + o(|h|),
ov ov

(@ +h1,y + he) = v(z,y) + 5ot + a—yhz + o(|hl).

Logo,

f(z+h) =u(x + h1,y + he) +iv(z + h1,y + h2)
= 1)+ (e +ige )+ (5o igs )+ ol

ox or y y
Usando as equagdes de Cauchy—Riemann, % = _%Z e t% = %, obtemos
Fla ) = 1)+ (G5 i ) (b + i) + ol ).

14



Portanto f é holomorfa e

ou If

"(2)=2— =22

Fle)=25"= 5
onde a ultima igualdade segue também das equagoes de Cauchy—Riemann.
O

2

3) Séries de poténcias

Antes da teoria geral, vejamos os exemplos mais importantes de séries de
poténcias.

o A série exponencial:
0o _n 2 3
. z z z
=y T =1 e A eC
e ;:o”! it S+t z

Ela converge absoluta e uniformemente em todo compacto de C, pois
n n
DI RS aE
— n! — n!
(exponencial real!). De acordo com o Rudin, “this is the most impor-
tant function in mathematics”.

e A série geométrica:

1
1—2z

o0
:Zz”:1+z+z2+z3+~-, z € D.

n=0
Note que a funcao 1/(1 — z) esta definida em C\ {1}, enquanto a série
converge apenas em D (absoluta e uniformemente em todo compacto
de D). Para |z| < 1, a igualdade acima segue de

(I4+z4--+2N)(1—2) 1-2N 1

1 v N —
tehte 1—2z 1—2 Nooco 1—2

Observagdo 2.3. Diremos que 1/(1—z) é uma continuagao analitica de Y, 2"
para C\ {1}.

*Por exemplo, como u = (f 4+ f)/2, temos 2‘3—: = % + % = % + % = g—ﬁ, pois as
d

equacdes de Cauchy—Riemann equivalem a 32 = 0.

15



Definicao 2.4. Uma série de poténcias é uma expressao da forma
Yoo an 2™, com a, € C.

Para zg € C, podemos analisar:

e a convergéncia da série em zy, isto é, a existéncia do limite
. N n.
MmNy 00 Do @n20';

e a convergéncia absoluta da série em zg, isto é, a existéncia do limite
: N n
Hmy—e0 2 p=olan|l20]"

A convergéncia absoluta implica a convergéncia.

Observagao 2.5 (importante). Pelo teste da comparacdo, a convergéncia ab-
soluta em zp implica a convergéncia absoluta em todo z tal que |z| < |zp].

20

Isto implica que existe um “maior disco” Dg(0) de convergéncia absoluta:
R = sup{r € [0,00) : Z|an|r" < oo}.
n

Defini¢ao 2.6. R € [0,00] é o raio de convergéncia da série de poténcias
Y onanz"™, e Dr(0) o seu disco de convergéncia.
Exemplo 2.7. « Y z"/n! tem R = o0;

e > 2" tem R =1,

o Y, nlz" tem R =0 (s6 converge em zy = 0).

Teorema 2.8 (Férmula de Hadamard). Dada uwma série de poténcias
Y onanz™, 0 seu raio de convergéncia R satisfaz

— — lim suplay, |*".
R n—>oop| nl

Heuristicamente: no bordo do disco de convergéncia, devemos ter
n\1l/n ~
(|an| RM)Y™ ~ 1.

Demonstragio. Seja L = limsup,)|a,|'/". Basta provar que:

(i) se |z| < 1/L, entao Y, anz" converge absolutamente;

16



1) se |z| > , entao anz"’ diverge.
i 1/L, entdo Y, an2" di

Se |z| < 1/L, tome € > 0 tal que (L 4 ¢)|z| = 7 < 1. Mas |a,|"/" < L +¢
para n > 0, logo

lanll2]" < (L +e)lz))" =", n>0,
donde
Z\anHzW < Zr" < 00
n n
(a menos de um nimero finito de termos). Isto mostra (i).

Se |z] > 1/L, tome € > 0 tal que (L —¢)|z| = r > 1, e (an,;); uma
subsequéncia tal que |a,,|'/™ > L — e. Logo,

|an; [[2]" = (L —€)|z[)" =" —— o0
j—00

Portanto o termo geral da série ndo tende a zero e a série diverge. O

O item (ii) da demonstragdo acima mostra também que, se >, a,2"
converge em um disco D,(0), entdo ela converge absolutamente neste disco
(isto é, r < R). Em particular, o raio de convergéncia também admite a
definicao alternativa

R= sup{r € [0,00) : Zanz” converge em DT(O)}.
n

Observagao 2.9. A série pode convergir ou divergir nos pontos de dDg(0).
Em geral, esse é um problema dificil. Veja o Exercicio 19 do Capitulo 1 do
Stein—Shakarchi, que trata das séries

n n
PIUELIED DE- N P
n n n
Note que, se g(z) = >.,, anz" converge em D,(0), entao
f(z)=g(z—20) = an(z — 20)"
n

converge em D, (zp). Esta é uma série de poténcias centrada em z.

Definig¢ao 2.10. Uma funcao f: Q — C é dita analitica em zy € €) se existe
uma série de poténcias Y, an(z — z0)" com raio de convergéncia R > 0 tal
que
f(2) :Zan(z—zo)”, z € QN Dr(20)-
n

Se f é analitica em todo ponto de §2, dizemos que f é analitica em SQ.
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Aula 3

3) Séries de poténcias (cont.)

Teorema 3.1. Toda série de poténcias f(z) =, anz" define uma fungio
holomorfa no seu disco de convergéncia Dr(0) (R >0). Sua derivada é

fl(z) = Z napz""",

que tem o mesmo raio de convergéncia R.

Corolario 3.2. Toda func¢ao analitica em ) é holomorfa em Q (e infinita-
mente diferencidvel). O

Exemplo 3.3. As fungoes

elZ + e—’lZ e’LZ _ e—’lZ

5 , sen(z) = 57

e, cos(z) =

sao inteiras.

Exercicio 3.4. Leia o prélogo (“The exponential function”) de W. Rudin,
Real and Complex Analysis, 3% ed., McGraw-Hill, Nova York, 1987.

Demonstragio do Teorema 3.1. Como lim, n'/™ = 1 (pois logn = o(n)),
temos
lim sup|nay Y™ = lim sup|a,|*/™.
n n

Logo, pela férmula de Hadamard, f(z) e g(z) = 3, na,2"~! tém o mesmo
raio de convergéncia R. Queremos mostrar que f' = g em Dg(0).

Tome |z9| < 7 < R e escreva

N 00
f(z) = Sn(2) + En(2), Sn(z) =Y anz", En(2)= > an2"
n=0 n=N+1

Note que Sy é um polinémio.




Se |z0 + h| < r, entdo

f(z0+h) = f(20) — g(20)h = Sn(20 + h) = Sn(20) — Sy (20)h
o(h)
+ (S (20) — 9(20))h
o(h) se N — ool
+ EN(Z() + h) - EN(Z()) .

?

O coeficiente S (z0) — g(z0) nao depende de h e tende a 0 quando N — oc;
o problema é o tultimo termo: é preciso controlar h e N simultaneamente.
Usando a” — b" = (a — b)(a" ' +a" " 2b+ -+ + b" 1), temos

o0

|En(20 +h) — En(20)| < > lanll(z0 + )™ — 2|
n=N-+1

< (X laallGo w4
n=N+1

<( 3 lanlnr )l

n=N-+1

e a ultima soma ndo depende de h (e tende a 0 quando N — oo, pois é a
cauda de uma série convergente, ji que r < R).

Dado € > 0, tome N > 0 e § > 0 tais que

En(z0+h) — En(z
Sh(a) —glao)] < e, PR ZEnG)
(para todo h # 0 com |zg + h| < 71) e
h <6 — ‘SN(ZO-I—h})L—SN(ZO) St <2

Entdo, para 0 < |h| < § (com & pequeno o suficiente para que |zg + h| < ),

flzo+h) = f(20)

Y —g(20)| < 3e. O

4) Caminhos e curvas

Defini¢ao 3.5. Um caminho (ou “curva parametrizada”) é uma fungao

z: [a,b] CR — C, t— 2(%).
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« O caminho z(t) é suave se é de classe C' e 2/(t) # 0 para todo t €
[a,b] (derivadas laterais em a e b). O vetor 2/(t) é a “velocidade” do
caminho.

e O caminho z(t) é suave por partes se é continuo e existem
a=ay<ar<---<a,=>

tais que z(t) é suave em |ay, ax+1] para todo k=0,...,n— 1.

z(a1)
z(a3)

2(ag) z(az)

Dois caminhos z: [a,b] — C e Z: [¢,d] — C sdo equivalentes (por reparame-
trizacdo) se existe um difeomorfismo C! ¢: [c, d] — [a,b], com #'(s) > 0 para
todo s, tal que

¢

Observagdo 3.6. A condicao t'(s) > 0 significa que z e Z tém a “mesma

orientagao”.

Definigao 3.7. Uma curva (resp. curva suave) é uma classe de equivaléncia
de caminhos suaves por partes (resp. suaves). Assim, uma curva é dada por
um subconjunto v C C (a imagem de z(t)) junto com uma orientagao.

Denotamos por v~ a curva com a orientag¢do oposta: se v é parametrizada
por z: [a,b] — C, entdo v~ é parametrizada por

27 [a,b] = C, t— z(b+a—1).
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Uma curva é fechada se z(a) = z(b) (para qualquer parametrizac¢ao).
Uma curva é simples se z(t) # z(s) para todos t # s em [a,b], exceto
possivelmente z(a) = z(b).

fechada fechada
simples nao simples

Exemplo 3.8. O circulo de centro zg e raio r,
0D, (z0) = Cp(20) ={2 € C: |z — 2| =1},
com a orientag¢do positiva (anti-horéria), é parametrizado por

2(t) = 2 + e, t € [0,2n].

zo + rett

5) Integragdo em caminhos

Definicao 3.9. Dada uma curva suave 7 C C parametrizada por z: [a, b] —
C e uma funcao continua f: v — C, a integral de f em v é

Lf(z) dz = /abf(Z(t)) 2/(t) dt.

Observagdao 3.10. A expressdao w = f(z)dz = f(2)(dx+idy) é uma “l-forma
diferencial complexa”, e

f(z() 2 (t) dt = 2" (w)

¢é o seu pullback pela parametrizacio z.

Observagio 3.11 (Independéncia da parametrizacdo). Se Z: [e,d] — C é
equivalente a z via t: [¢,d] — [a, b], entdo, pela mudanga de varidveis ¢t = ¢(s)
e pela regra da cadeia,

b d

f) 2 () dt = | f(2(t(s))) 2 (t(s)) t'(s) ds

a Cc

Logo a integral ndo depende da parametrizacao escolhida.
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Se 7 é suave por partes, com z suave em cada [a,ar+1] como acima,

definimos
/f dz—Z/kH 2(t)dt.

O comprimento de v é

= Z /

onde |2/(t)| = V2! (t)? + ¢/ (t)? se z(t) = x(t) + iy(t).

Observagado 3.12. O comprimento também nao depende da parametrizacao.

Proposigao 3.13. Sejam a,3 € C e f,g € C°(y). Entdo:
(i) / (af(2) + Bg(2)) dz = a / F(z)d=+ 8 / g(z) dz
(ii) / f(z)de = — / f(2)dz

(i) | [ 12)de] < ol - sl )]

Demonstragao. (iii) Para 7 suave (o caso suave por partes é andlogo, so-
mando sobre os pedagos),

(fyf(Z)dz -

/() dt‘

/!f DOl < sulp(a)l- [ wfar. O
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Aula 4

5) Integracdo em caminhos (cont.)

Definigao 4.1. Uma primitiva de uma fungao continua f: 0 — C é uma
fungdo holomorfa F': Q — C tal que F'(z) = f(z) em €.

Observagdo 4.2 (Formas diferenciais). Se F': 2 — C ¢ de classe C*, entdo
dFf = — dz 4+ — dz, onde dz =dx +tdy, dz=dzxr—idy.
z

Se w = fdz + gdz é uma 1-forma de classe C', entdo

B 89_8f i
dw = (82 82) dz Ndz.

Uma primitiva de w é uma funcdo (0-forma) F' tal que dF = w. Se w =
f(z)dz (isto é, g = 0), entdo %E = 0, ou seja, F' é holomorfal!

Teorema 4.3. Se f: QO — C tem primitiva F em Q e~y C Q é uma curva
com ponto inicial wy e ponto final we, entdo

Af(z) dz = F(ws) — F(w).

Demonstragdo. Suponha, para simplificar, que v é suave, parametrizada por
z: [a,b] — C. Entéao

Lf(z)dz:/bf(z(t 1) dt — /F 1) dt

pelo teorema fundamental do calculo. (No caso suave por partes, basta
somar sobre os pedagos.) O

Observacio 4.4. Em linguagem de formas diferenciais, pelo teorema de Sto-
kes,

Afdz:AdF: [P =P~ F(w),

onde 0 é o “bordo” de : o ponto final wo com sinal + e o ponto inicial wy
com sinal —

Corolario 4.5. Se v C Q € uma curva fechada e f: Q@ — C tem primitiva,
entao

[ 12z =

~
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Exemplo 4.6. Seja f(z) = 1/z em C\ {0} e seja v = C1(0), parametrizada
por z(t) = €' t € [0, 27]. Entdo

d 2m ;i
/i:/ Cdt = 2mi £ 0.
Ny Z o €

Logo 1/z ndo tem primitiva em C\{0}! (“Nao existe um logaritmo holomorfo

em C\ {0}")

O
NP

dz
Observacao 4.7. A forma — é fechada, mas nao é exata!
z

Corolario 4.8. Se f: Q — C ¢é holomorfa, Q é conexo e f' =0, entdo f é
constante.

Demonstragdo. Fixe wg € 2. Para todo w € € existe uma curva v C €2 que
liga wg a w (por exemplo, poligonal).

Q // \\\
// w Y
r/ ’Y \\
\\\\\ wO \\_// //,/
Logo,
flw) = flwo) = [ f(z)dz =0 =
v
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6) Teorema de Goursat

Teorema 4.9 (Goursat). Se Q C C € aberto e T C Q € um tridngulo cujo
interior também estd contido em (), entao

/Tf(z)dz =0

para toda f: Q2 — C holomorfa.

// \\Q\
. T
Demonstragio. Seja T(©) = T (com orientacdo positiva). Sejam d(© =
diam(7®) e p© = |TO)| o seu perimetro.

Conectando os pontos médios dos lados de T9), obtemos quatro novos
triAngulos semelhantes Tl(l), T2(1), Tél), 4(1) (com orientagao positiva):

T(0)

/e

As integrais sobre os lados internos se cancelam (cada um é percorrido duas
vezes, em sentidos opostos), de forma que

4
o f(z)dz :;/T;l) f(z)dz.

Para algum j, temos entao

<4

/T(0> f(z)dz

/T.(l) f(2)dz|.



Denote este Tj(l) por T e defina dV) = diam(TM), pM = |TM|. Note que

(0) (0)
dM = —d2 e V) = p—2 .
Obtemos indutivamente tridngulos 7O 7O 7@ com
400 p©)
dz| < 4" d g = P
[ 1@ <a| [ gy e o=

Objetivo: mostrar que [pwm) f(2)dz — 0, quando n — oo, mais rapido que
4",

Seja K™ o “triangulo sélido” com K™ = T Como K© D K1) D
K® D ... sio compactos nio vazios e diam(K (™) — 0, existe um tnico
20 € =0 K. Como f é holomorfa em 2z,

f(2) = f(z0) + f'(20)(z — 20) + 0(z — 20), z — 2.
r(z)

Como polindémios tém primitivas, [rm) (f(20) + f/(20)(z — 20))dz = 0, e

portanto
/ f(z)dz = r(z)dz.
T(n) T(n)

Logo, como |z — zo| < d™ para z € T™ (pois z, 29 € K™),

/T(”) f(z)dz /T r(z) (z —20)dz

(n) 2 — 20
r(2)

z—20

< d™pmg,

. Note que &, — 0, pois r(z)/(z — z9) — 0 quando

onde &, = Sup,cpn)

2z — zg e T C K encolhe para zp. Concluimos que

/., fed
7(0)
Logo [ f(2)dz = 0. O

< 47dMpe, = dOp0s, — 0.

Corolario 4.10. O mesmo enunciado vale com retingulos no lugar de tri-
angulos (ou, mais geralmente, qualquer poligono).

Demonstragdo. Divida o retangulo R em dois tridngulos 77 e 15 por uma
diagonal, ambos com orientacdo positiva:

<
<

Ty
Y R A~

Ty

Y
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A diagonal é percorrida uma vez em cada sentido, logo

/Rf(z)dzZ/Tlf(Z)der/T?f(z)dzzo.
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Aula 5

7) Primitivas locais

Teorema 5.1. Se f é holomorfa em um disco aberto D, entdo f tem pri-
mitiva em D.

Demonstragdo. Podemos supor D centrado em 0. Dado z € D, seja v, =
[0, z] o segmento de 0 a z (contido em D, pois D é convexo), e defina

F(z) = /[o,z] f(w) dw.

Devemos mostrar que F' é holomorfa em D e F' = f. Fixe z€ De h e C
tal que z+ h € D, e sejan = [z,z + h]. Como D é convexo, o tridngulo de
vértices 0, z e z + h estd contido em D, e o teorema de Goursat da

}f(w)dw—i—/??f(w)dw#— f(w)dw =0,

[O,Z [Z-HL,O]
isto é,
F(z+h) — F(2) = /nf(w) dw.
z U z+h
Yz
Yz+h
0
Logo,
F(z+h) - F(z) = / (f(2) + f(w) = £(2) duw
— f(2) h+ / (f(w) = £(2)) dw,
o(h)

onde a tltima integral é o(h) pois, por continuidade de f, ela é limitada por

|h| - supye,|f(w) = f(2)|. Logo F'(z) = f(2). m

Observagdo. O mesmo argumento mostra que toda fun¢do holomorfa num
aberto convexo (ou, mais geralmente, estrelado com respeito a um ponto)
tem primitiva.

Observagdo (A demonstracao do livro de Stein e Shakarchi). Em Stein-
Shakarchi, usa-se, no lugar do segmento [0, z|, a curva poligonal 7, que vai
de 0 a Re z na horizontal e depois de Re z a z na vertical:
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Nesse caso, ao calcular F(z + h) — F(z) = [, - J,. [ os trechos hori-
zontais comuns se cancelam, e o que sobra é o bordo de um retangulo mais
um tridngulo, a menos do segmento 1 de z a z + h:

z+h n z+h
Ze z
+ Vz+h ~ v A
e

Pelo teorema de Goursat (para o tridngulo e para o retangulo), obtemos
novamente F'(z +h)— F(z) = [, f(w) dw, e o resto da demonstragao ¢ igual.
A verséo com o segmento [0, z] é mais simples, pois usa o teorema de Goursat
apenas para um tridngulo.

Observagao 5.2. Localmente, toda fun¢ao holomorfa tem primitiva (cf. lema
de Poincaré!). Note, porém, que para aplicar o lema de Poincaré precisa-
riamos saber que funcdes holomorfas sdo de classe C! (o que segue deste
teorema).

Corolario 5.3 (Teorema de Cauchy num disco). Se f é holomorfa em um
disco D, entao

/Vf(z)dz:O

para toda curva fechada v C D.

Demonstragdo. Segue do teorema anterior e do fato de que a integral de
uma func¢do com primitiva sobre uma curva fechada é nula. O

Corolario 5.4. Se f é holomorfa em um aberto ) contendo um circulo C
e o seu interior, entao

/Cf(z) dz = 0.

Demonstragdo. Aplique o teorema de Cauchy para um disco aberto D tal
que C C D C Q (que existe por compacidade de C' e do seu interior).
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Os resultados acima valem analogamente para “contornos mais gerais”,
como os bordos das regides abaixo (contidas, junto com uma vizinhanga, no
dominio de f). A ideia é que, nessas regioes, a integral ao longo de caminhos
poligonais com lados horizontais e verticais ndo depende do caminho poligo-
nal escolhido, pelo teorema de Goursat para retangulos; com isso, constroéi-se
uma primitiva numa vizinhanca da regido como na demonstracao acima.

fechadura setor semicirculo indentado

Observagdo 5.5. Num anel, ndo é possivel aplicar o teorema de Goursat para
provar que [, f(z)dz = [; f(z)dz, onde v e 0 sdo caminhos com as mesmas
extremidades que contornam o buraco por lados diferentes (e, em geral, essas
integrais sao de fato diferentes!).

Aplicagao.

Exemplo 5.6. Vamos calcular

© 1 —cosx ] R1_coszx
— dr = lim — dx
0 x e—01 Je x
R—o0
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1— iz
Seja f(z) = 7; em C\ {0} e sejam . e yr os semicirculos de raios ¢ e
z

R no semiplano superior, orientados como na figura (7. de —¢ a € e yg de

R a —R).
TR
Ve

VAR

—-R - 0 ¢ R

Y

Pelo teorema de Cauchy (para o semicirculo indentado),

) dz + f dz+:/ f(z) dz + f() — 0.

Como
1—¢* |1—eiZ| 2 o
dz| < sup ——— 7R< — 7R="—2 —0
/YR 22 s zeuvrz)a |Z|2 TS R? i R R~
(pois |€%%| = e < 1sey > 0), obtemos, fazendo R — oo,
/ - mz—/ —d-. (+)
lz|>e T Ve 2
Agora note que, como e** :an% = 1+z‘z—§ — %4_...,
1—e” 1 = (i2)" 0 (jz)"2 )
n=0 : n=2

Logo, como E é limitada perto de 0 e |y.| = 7e,

1- ' d
/ d dz—/ (—Z) dz + E(z)dz:i/ i+I(a)
Ve Z Ve < Ve <

Ve
I(e)

T it
:i/ —df+1(e) =—n+1(e) — —m.
0

ei@ e—0

De (x) concluimos que

00 1 — el 1 — e 1 — ei?
/ © dr = lim ¢ da;:—lim/ © dz = .
¥

—c0 22 e—0 || >e 2 e—0 22
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Tomando a parte real:

o1 — *© 1 —coszx
p [Pl g, [Py,
0 xr — 0 T

. © 1 —cosx s
ou seja, — —dr = .
0 x 2

32



Aula 6

8) Férmula integral de Cauchy

Teorema 6.1 (Férmula integral de Cauchy). Seja f holomorfa em um
aberto contendo um disco fechado D. Entdo, para todo z € D, vale

{5 Ey (g L

27 9D W — %

onde 0D ¢ orientado positivamente.

oD

Em outras palavras, “f é determinada pelos seus valores em 0D”.
Demonstragio. Fixe z € D e seja I's. a “fechadura” da figura, onde € é o

raio do circulo menor C; (centrado em z) e § é a largura do corredor, cujos
lados sao Ly e Lo.

A funcao

w—z

é holomorfa em uma vizinhanga de D\ {z} (mais precisamente, num aberto
contendo a fechadura e o seu interior); logo [, ~F'(w)dw = 0 pelo teorema
de Cauchy. ’
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Por continuidade uniforme,

Fw)dw+ | F(w)dw —— 0,
Ly Lo 6—0
pois L1 e Lo sao percorridos em sentidos opostos e se aproximam de um
mesmo segmento. Logo, fazendo § — 0, obtemos, para todo € > 0 (pequeno),

Fw)dw+ | F(w)dw =0,
oD Ce
onde C; estd orientado negativamente. Parametrizando C (orientado po-
sitivamente) por w = z + ee?, § € [0,27], temos dw = ice' df e
27 0 )
F(w)dw = F(w)dw = JC(L.Ze) ice' do
aD cs 0 ee’

2 .
=1 f(z+ee) ds.
0

Como o lado esquerdo nao depende de € e f(z+¢ce?) — f(2) uniformemente
em 6 quando € — 0 (pela continuidade de f em z), concluimos que

27
Fw) dw = z/ F(2)d8 = 2mi f(2). 0
oD 0

Observagdo (A demonstracao do livro de Stein e Shakarchi). Em Stein-
Shakarchi, a integral sobre C; é tratada decompondo

Flw)= T _ JG) | fw) = 1)

w—z w-—z w—z
de modo que
F(w)dw = ﬁdw—i— de
Ce c: w—2z cr w—Zz
:27rz'f(z)—|—/c_de.

Como f é holomorfa em z, o quociente (f(w)— f(z))/(w—z) é limitado perto
de z, e a tltima integral é limitada por uma constante vezes o comprimento
2me de C¢, logo tende a 0 quando ¢ — 0. A versdo acima, que calcula
diretamente a integral sobre C", usa apenas a continuidade de f em z.

Observagio 6.2. A férmula também vale para retdngulos no lugar de circulos.

Observagdo 6.3. A 1-forma F(w)dw é fechada em Q. = D\ D.(z). Pelo
teorema de Stokes,

O:/gd(F(w)dw):/{mEF(w)dw: aDF(w)dw—/aDg(z)F(w)dw.
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Corolario 6.4. Se f: Q — C ¢é holomorfa, entdo a n-ésima derivada (com-
plexa) f):Q — C existe e é holomorfa para todo n > 0. Dado um disco
D CQ, para todo z € D wvale

n! w
FM(z) = 5 /aD (w{(z))”ﬂ dw. (In)

Demonstragdo. Indugdo em n.

e n =0: é a fébrmula integral de Cauchy.

o Suponha que f tem n — 1 derivadas e que vale (I,—1). Para h € C
pequeno,

oD

A CR N O A ©)
h

_ (- (W)< 1 1 )dw

27t Jop h \(w—z—h)" (w—2z)"

—1)!
= (n27TZ) . (hw) (A_B)(An—l +An—2B++Bn—1) dw,

onde A= _—L1 - B=_L ¢usamos A" — B" = (A— B)(A" ! +
-4 B"1). Note que
1 1 h
A_B: — =

w—z—h w—z (w—2z-h)(w-2)

de modo que o fator h se cancela. O integrando converge uniforme-
mente em w € 9D, quando h — 0, para f(w) l . 2

" w—2)2 " (w—z)" 1"

Tomando h — 0, obtemos (I,). O
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Corolario 6.5 (Desigualdades de Cauchy). Se f: Q@ — C é holomorfa e

Dr(z0) C Q, entdio

n n!|fllene
P z0) < — B onde || fllogge = sup 1F(2):
z€CR(z0)
Demonstragiao. Segue da férmula integral:
| | 2w R it) )
(n) :L/ f(w) d :l/ f(Zo+ € it dt
|/ (20)] 271 () (W — 20)7 Y= 9x (Reitynt1 Rie
n! [ fllerzo) | flleg z0)
< — . 2LAGR0) gn . 207 CRGY)
L R" -

Teorema 6.6 (Representacao por séries de poténcias). Seja f: Q@ — C
holomorfa e D um disco centrado em zy tal que D C ). Entdo

flz) = Z an(z — 20)"
n=0

para todo z € D, onde

sdo os “coeficientes de Taylor” de f em zy.

Demonstragao. Seja z € D. Pela formula integral de Cauchy,

Oy

270 Jop w— 2

dw.

Ideia: expandir o integrando em série geométrica. Temos

1 1 1

1

w—2z (w—2z29)—(z— 20) w—zy 1-— 22"

Como w € 0D e z € D, existe r = r(z) € (0,1) tal que

Z— 20

w — 20
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(por exemplo, qualquer r com |z — zp|/R < r < 1, onde R é o raio de D).

Logo,
1 X z— 2 \"
e (2
n=0

w—20 w — 20

com convergéncia uniforme em w € dD, e portanto podemos intercambiar

e f:
16 =g [ I <i (;:2» "

n=0

onde na ultima igualdade usamos a féormula integral para as derivadas. [

Observagao 6.7. Se f é inteira, a sua série de Taylor (em qualquer ponto)
converge em todo C! (R = o0.)

Corolario 6.8 (Teorema de Liouville). Toda funcao inteira e limitada é
constante.

Demonstracio. Basta mostrar que f/ = 0. Pela desigualdade de Cauchy,
para todo zg e todo R > 0 vale

1/ lonaczo) _ lIfllc
/ < R\<0 < .
F/(20)] < TR < TE 0 -

(Assim, qualquer funcdo inteira ndo constante é ilimitada: sen z, cos z,
z
e’ ...)

Corolario 6.9 (Teorema fundamental da algebra). Todo polinémio ndo
constante p(z) = apz™ +---+ag, com a, # 0 e a; € C, tem pelo menos uma
raiz em C.

(Equivalentemente, por indugdo no grau, p se fatora completamente:
p(z) = an(z —wi) -+~ (z —wn).)

Demonstragao. Por absurdo, se p ndo tem raizes, entdo 1/p é inteira e limi-
tada. De fato, 1/p é continua e

1 1 1
|p(2)|_|z|n |an—|—%+...+%| 200
(pois ay, # 0). Pelo teorema de Liouville, 1/p é constante. Absurdo! ]

37



Observagio. No Anexo, incluimos outras notas minhas com outra maneira,
“mais geométrica”, de desenvolver esta teoria: supondo de inicio que f seja
de classe C, a holomorfia equivale a dizer que a 1-forma f dz é fechada, e a
férmula integral de Cauchy sai diretamente do teorema de Stokes aplicado
ao anel D\ D.(a), sem passar pelo teorema de Goursat nem pelas primitivas
locais. O mesmo argumento leva rapidamente aos teoremas de Liouville e

fundamental da algebra.
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Aula 7

9) Principio da continuagao analitica

Teorema 7.1. Seja f: Q — C holomorfa, com Q conexo. Se f se anula em
um subconjunto com um ponto de acumulacio em €2, entdo f = 0.

Observagdo 7.2. E importante que o ponto de acumulacio pertenca a 2. Por
exemplo, sen(1/z) # 0 se anula em {1/n7},c7\ 10}, mas ndo é holomorfa em
0.

Rez

Demonstragao. Seja (wg)ken C §2 uma sequéncia com ponto de acumulagao
2o € Q tal que f(wg) = 0 para todo k € N. Seja D um disco centrado em

20 com D C .

ol

Entao, para todo z € D,
f(Z) = Z an(z - zO)n (an = f(n)(ZO)/n‘)
n=0

Se f # 0 em D, existe um menor m tal que a,, # 0, de forma que
f(2) = am(z = 20)" (1 + g(2)),

com ¢g(z) = 0 quando z — zy. Logo, para k > 0 e wy # z9 (passando a
uma subsequéncia, podemos supor wy — 2p), temos

0= am(w — 20)" (1 + glwk) ) #0.
——

perto de 0
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Absurdo! Isto mostra que f =0 em D.

Seja U = {z € Q: f(z) = 0}° (o interior). Temos U # (), pois D C U.
O conjunto U é aberto (por defini¢do) e fechado em Q: se (z,) C U e

zn, — z € §, entdo f(z) = 0 por continuidade, e 0 mesmo argumento
anterior (com z no lugar de zp) mostra que f se anula em uma vizinhanga
de z, isto é, z € U. Logo U = €, por conexidade. ]

Corolario 7.3. Se Q) € conexo e f,g: Q — C sdo fungoes holomorfas tais
que f = g em um subconjunto com um ponto de acumulagdo em 2, entdo
f=gem. ]

Corolario 7.4. Se ) é conexo, o anel O(R) das fungoes holomorfas em 2
é um dominio (f-g=0=f=0o0ug=0). O

Sejam  C € abertos conexos e f: Q — C uma fun¢ao holomorfa. Se
F: Q' — C é uma fun¢do holomorfa tal que F|g = f, dizemos que F é a
continuagdo analitica de f a Q' ({nica, se existir!).

define uma funcdo holomorfa em Q = {s € C : Re(s) > 1} e admite uma
continuagao analitica em ' = C\ {1}.

A

C\ {1}
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10) Limites de fung¢des holomorfas

Teorema 7.6 (Morera). Se D C C é um disco e f: D — C é continua tal
que

/Tf(z) dz=0 (%)

para todo triangulo T C D, entdo f € holomorfa.

Demonstragdo. Na demonstracio da existéncia de primitivas para func¢oes
holomorfas (no disco), sé usamos (*) (Goursat) e a continuidade de f. Logo,
f admite uma primitiva F' (holomorfa). Mas a derivada de uma fungao
holomorfa é holomorfa (pela férmula integral de Cauchy). Logo f = F' é
holomorfa. O

Teorema 7.7 (“Limite uniforme em compactos de fung¢oes holomorfas é
holomorfa”). Se (fn)n>1 € uma sequéncia de fungoes holomorfas em Q tal

que fn — f uniformemente em todo compacto K C Q, entdo f: Q — C é
uma funcao holomorfa.

Demonstracio. Seja D C Q um disco e T C D um tridngulo.

Pelo teorema de Goursat, [, fn(2)dz = 0 para todo n > 1 (pois f, é ho-
lomorfa em D). Como D é compacto, f, — f uniformemente em D (em
particular, f é continua em D), donde

Oz/Tfn(z)dz—>/Tf(z)dz,

n—oo

ou seja, [r f(z)dz = 0. Segue do teorema de Morera que f é holomorfa em
D. Como D ¢ arbitrario, f é holomorfa em (2. O

Na préatica: podemos construir fungoes holomorfas via séries (ou produ-
tos infinitos!) uniformemente convergentes em compactos:

F(z) = Z F,(2).

41



Exemplo 7.8 (Funcao zeta de Riemann). Se s = o + it (0,t € R), entdo

— ‘efslogn’ — efalogn _ F‘

1
ns
Logo, > 1 # converge absoluta e uniformemente em todo semiplano fe-
chado da forma

o
1
: 21 , i — .
{s € C: Re(s) +46} >0 (p01s nEZI 5 < oo)

o

0 1 1+6

|
|
|
|
|
|
*
!
!
|
|
|
|

Logo, ¢(s) = > =1 # define uma fungao holomorfa em Re(s) > 1.

Teorema 7.9 (Convergéncia das derivadas). Sob as mesmas hipdteses do
teorema anterior, f; — f’ uniformemente em compactos.

Demonstragdo. Sem perda de generalidade, suponha que f,, — f uniforme-
mente em 2 (substituindo {2 por um aberto de fecho compacto contido em
). Dado 6 > 0, seja

Basta provar que f;, — f’ uniformemente em 5 para cada § > 0 (pois todo
compacto K C € estd contido em algum 5). Pela desigualdade de Cauchy

n n! | flloa
|f( )(2’0)| < RSR( o)7
para z € )5 temos

1) - o) < S Tlese  Wn—Jllo, 0

— log(n)

S

Exemplo 7.10. {'(s) = Z

n>1

em Re(s) > 1.
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Aula 8

10) Limites de fung¢des holomorfas (cont.)

Um pouco sobre produtos infinitos. ..

Definicao 8.1. Se (a,), C C,

(quando o limite existe).

Proposigao 8.2. Se > |a,| < oo, entdo [[,—,(1+ a,) = P converge. Neste
caso, P =0 se, e somente se, existe n tal que 1 + a, = 0.

Ideia:
H(l—i—an) = exp(log H(l —|—an)) = exp(z log(1 —i—an)), log(1+x) ~ z.

Corolario 8.3. Se (fn)n>1 € uma sequéncia de fungoes holomorfas em 2
tal que
hl<en Y29 ¢ Yen<oo,
n

entao

(1) TIo21(1 + fn(2)) converge uniformemente em Q@ a uma fungio holo-
morfa F(z);

(it) se 1+ fn(z) # 0 para todo n, entao

F’z

Z Zl+fn )

(O lado esquerdo é (log F(2)), a “derivada logaritmica’.)

Demonstragao. (i) Vamos aplicar o critério de Cauchy. Dado ¢ > 0, seja
N > 0 tal que

N+p N
H(l—l—cn)— H(l—i—cn) <e
n=1 n=1
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para todo p > 0 (pela proposi¢do, o produto [](1 + ¢,) converge). Entao,
paraz € Qep >0,

N+p N

I @+ ful2) = TTQ+ fulz) ’

n=1 n=1
N N+p
T+l TT 0+ sl -1
n=1 n=N-+1
N N+p
<ILa+16ED| I 0+mE) -1
n=1 n=N-+1
N N-+p
<J[O+e)| ] (l—i—cn)—l‘
n=1 n=N+1
N+p

(14 ¢,) — H 1+cy)
1 n=1

3
Il

Na primeira desigualdade: ao expandir o produto H,]IVL{’, (1 + fa(2)), o
termo 1 cancela com o —1, e os termos restantes sao produtos dos f,(z),
sem sinais de menos; basta entdo usar a desigualdade triangular usual. Logo
a convergéncia é uniforme em {2, e o limite é holomorfo pelo teorema da aula
passada sobre limites uniformes de fun¢ées holomorfas. O

Exemplo 8.4 (Produto de Euler). Para Re(s) > 1,

oo
:H _5) p1:2)p2:37p3:57

fn(s)
—_—~~
‘ 1 1‘_1—(1—19;5)_ Pt | ] 1 ‘
1—pp® ol 1—pn® | 1=ppf| lps—1
11 1

< =
-1 pg -1 T e
(convergéncia uniforme em semiplanos o > 1+ ¢).

Note que
1 B 1 1 1
l—p*3_1+};+ﬁ+ﬁ+‘”

(convergéncia absoluta). Segue do teorema fundamental da aritmética que

ﬂ 1 1
s — S
n=1 1 _p”s neSy n?
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onde Sy € N\ {0} é o subconjunto dos naturais cujos divisores primos sao
todos < py. Como {1,..., N} C Sy, segue que

N
‘as) -1 =
n=1

1

— — 0.

n? N-—oo
n>N

n

Observagao 8.5. Em particular, ((s) # 0 se Re(s) > 1 (pela proposi¢ao, pois
nenhum fator do produto de Euler se anula).

n

Observagdo 8.6. Tome s > 1 real. Entdo, usando —log(l —z) =3, -,

log ¢(s Zlog( ) Z(i +1%+1%+)
P

P 2p 3p
~~

termo dominante
LIS S L
<§ps+§(p2s+ps ) Z Zl—l/p
1 1
=S =+ Y .
zp:ps Zp:ps(ps —-1)

< Zn>2 n(n 1) =1

Logo,
log ((s Z + 1.

Fazendo s — 17, temos

3\>—‘

© 1 N 1 N
=2 2> Z
n=1 n=1 n=1
Como a série harmoénica diverge, segue que

lim {(s) =00 = lim — =00
s—1+t s—1t > ps

Como 1/p > 1/p®, concluimos que

(“mais forte que a infinitude dos primos: eles sdo bem distribuidos entre os
inteiros > 17).

Veremos que, estudando a fungao complera ((s), podemos ser mais pre-
cisos sobre a distribuicao assintotica dos primos.

Exercicio 8.7. Calcule ('(s)/{(s).
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Exemplo 8.8 (Férmula produto para sen(z)). Veremos (usando fungoes

meromorfas) que
2

sen(z) = z ﬁ (1 - §7n2)

n=1 Q
(Note que ‘—Wi—; = @ n% ey, % < 00.) “Abrindo o produto”:
2 2
z z
sen(z) = z(l - ﬁ) (1 - 477r2)
1 11 )
=1 S+ tg )P +)
2
L @
T

Mas a expansao de Taylor é

53
sen(z):z—ﬁ—i---'
Logo
€2 1 e
L= = — =—.
2 6 ;HQ 6

Mais geralmente:

Teorema 8.9 (Euler). Para todo k > 2 par,

By 2m)* By (2mi)*
C(k) = 1Bl (2m)7 = _ By 2mi)” = (nidmero racional) x ",

2 k! 2 k!

onde B, € Q € o k-ésimo numero de Bernoulli, definido por

T = B, , 1 1, 4
J— " 1_7 . o
et — 1 Z% nl 2P T Tt T
n\01234567891011 12
Bn\1—%%0—$04%0—3%0%0 750
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Aula 9

10) Limites de fung¢des holomorfas (cont.)

Vamos demonstrar o teorema de Euler (Teorema 8.9) enunciado na aula
passada: para k > 2 par, (k) = —By(2mi)*/(2 - k!).

Demonstracdo do teorema de Fuler. Tomamos a derivada logaritmica na
férmula produto para o seno (em C\ {nm:n € Z}):

sen’(z) 1 & —2z/mn?
t = = — E S —
cote(2) sen(z) =z + 1—22/7%n?

n=1

22 /7
<1 B QZ 1-— ,2/72/7r2n2>

(1 o 22 Z 2mn2m)

n=1m=1

_ %(1 _ 2"; C:QZL)Z?T").

Por outro lado,

cos(z) e 4% e2E 1 2
cotg(z) = sen(z) =1 eir _ iz etz _1 Z( m>

1/. 21z
:;(ZZ—FeQZT) (ZZ—|—Z 2ZZ )
n=0
Igualando os coeficientes (por que podemos fazer isso?):

¢(2m) _ Bop
-2 m2m (2m)! (21)

11) Fungoes holomorfas definidas por integrais

Teorema 9.1. Seja F': Q X [a,b] — C continua tal que F(-,t) é holomorfa
em § para todo t € [a,b]. Entdo

= /abF(z,t) dt

€ holomorfa em €.

Demonstragdo. Podemos supor a = 0, b = 1. Paran > 1, considere a “soma
de Riemann”



=
o
f=N[S]

Note que f, é holomorfa. Basta mostrar que f,, — f uniformemente em
todo compacto K C €.

Como K x [0,1] é compacto (o que implica a continuidade uniforme de
F em K x [0,1]), para todo € > 0 existe § > 0 tal que

t1 — 12| <6 = sup|F(z,t1) — F(z,t2)| <e
z€EK

(pois [t; — ta] < d = |(z,t1) — (2,t2)] < 9).

L (z,t1)

=1 (2. 1)

n n €
< Zﬁil\F(Z,k/n) _ F(z,s)|ds < ,;ﬁ —e. O
Exemplo 9.2 (Funcdo gama). Se Re(s) > 0,

of [ 00 dt © 4o 1/e
I'(s) d:f/ e Tl dt = / e ts " (obs.: / def lir% )
0 0 0 E— 5

Mostremos que I'(s) é uma funcdo holomorfa em toda faixa da forma
Ssm={s€C:0 <0< M}, s =0 +it,

com0<d< M < oo.
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Ss,m

0] o M

| |
| |
| |
| |
| |
| |
T T
! !
| !
| |
| |
I !

—ttO'—l

Dado s € Ss s, temos le7tts 1| = e . Logo, a integral converge abso-

lutamente em s, pois
1/e 1 1/e
/ e it dt = / e 't at + e 't dt
c \v/ 1 \W—/
eL'([0,1]) €L ([1,00))

1 1/e
< Cl/ o1 dt+02/ e 2 gt
€ 1

Pelo teorema, F.(s) = fsl/g e~'t*~1 dt é holomorfa em Ss ;. Resta ver que

F, — I' uniformemente em S p: para 0 <e <1,

154 o
T(s) — F.(s)| g(/“ et Lt [ et ag

N~ ~—~—
04 <91 1/e <tM-—1
gl 0 9
<—+C | etat—o.
) 1/e e—0

ndo depende de s

Observagdo 9.3. Transformada de Mellin:
oo dt
Mf@) = [T s
0 t
(L' =Me™t)
Exercicio 9.4.
1) Verifique a equagao funcional
I(s+1)=sI(s) (Re(s) > 0)
via “integragao por partes” (= I'(n + 1) = n!).

2) Use a equagao funcional para mostrar que I' admite uma continuagao
analitica para C\ {0,—-1,-2,...}.

@ugzrej”,ﬁx@:iiig,”)
i F i r
2 -1 (o

49



Aula 10

12) Teorema de aproximaciao de Runge

Questao. Quais condi¢gbes em um compacto K C C garantem que qual-
quer f € O(K) (isto é, f holomorfa em uma vizinhanca de K) pode ser
uniformemente aproximada por polindmios em K? Isto é, quando é que
C[z] é denso em O(K) com a norma

Ifllx = sup|f(2)]?
zeK

Exemplo 10.1. Se K = D,(2) e f € O(K), entdo r é menor que o raio de
convergéncia da série de Taylor de f em z(, e portanto

N ¢(n) ‘
Z f ('ZO) (Z _ zo)n unif. f(z)
n=0

n: N—oo

€C[e]
em K.

Exemplo 10.2. Se K = C1(0) e f(z) = 1/z, entdo ndo existe (pp)n C C[z]
tal que p, — f na norma |||, pois

/ pn(z)dz=0 Vn e / f(z)dz =2mi #0.
C1(0) C1(0)

Mais precisamente, se p € C[z], entao

2m = <2rllf-pllk = If —pllk 21

/C U —p(2)) =

Teorema 10.3 (Runge). Seja K C C compacto.

(a) Se f € O(K), entao f pode ser uniformemente aproximada em K por
fungées racionais com singularidades em C\ K.

(b) Se C\ K é conexo, entio Clz] é denso em O(K).

Lema 10.4. Se f € O(Q) e K C Q é compacto, entio existem segmentos
Y, yNn em Q\ K tais que, para todo z € K,

R ()
f(z)_nz:l%ri[mw—zd'
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voM12 Y3 )/

Demonstragio. Seja d = cd(K,C \ ), com ¢ < 1/y/2. Considere um ladri-
lhamento do plano por quadrados (s6lidos) de lado d (com lados paralelos aos
eixos x, y). Sejam Q1, ..., Qs os quadrados que intersectam K, e vy, ..., YN
os lados desses quadrados que nao pertencem a Q; e Q; com i # j (isto é,

que nao sao lados comuns a dois desses quadrados), orientados como no
bordo de Q;.

Note que cada v; C Q (de fato, » € v; = d(v, K) < v2d < d(K,C\Q) =
x ¢ C\Q&s xzeQ) eynNK =0 (caso contrério, ; pertenceria a dois
quadrados adjacentes que intersectam K ).

Seja z € K tal que z ¢ 0Q1 U ---U9Q. Logo, z € Qj para algum j, e

segue do teorema de Cauchy (e da féormula integral de Cauchy) que

1 fw) dw:{f(z), m=j,
2mi 0Qm W — 2 Oa m#])

donde

! fw) L1 fw)
f<z>—2m[)Qmw_zdw—;anw_zdw

m=1

(Se Qm, Qnv sdo adjacentes, as integrais sobre o seu lado em comum se
cancelam.)

O mesmo argumento vale, na verdade, para todo z no interior de algum Q).
Como os 7, estdao contidos em C\ K, ambos os lados sdo continuos em z
perto de K; por continuidade, a férmula acima vale para todo z € K. O
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Lema 10.5. Para todo segmento de reta v C Q\ K, existe uma sequéncia
de funcoes racionais com singularidades em =y que aproximam

JECY
yW— 2

uniformemente em K.
Demonstragio. Se c: [0,1] — C é uma parametrizacao de vy, entao
1 /
JELC Iy g UL

S W— 2 o c(t)—=z

Como yN K = 0,
/
Fzt) = LW coge y po,1))

e, dado € > 0, existe 0 > 0 tal que

[t1 —t2| <0 = sup|F(zt1)— F(z,t2)] <e.
z€K

Como na demonstracio do teorema da aula passada, as somas de Riemann

1 & fle(k/n k/n
= r () =5 X N

convergem uniformemente para fol F(z,t)dt em K. O

Os lemas 10.4 e 10.5 provam a parte (a) do teorema de Runge.

Lema 10.6. Se C\ K € conexo e zy ¢ K, entao
5

uniformemente em K por polinémios.

pode ser aprorimada
20
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Demonstragao. Seja D = Dg(0) tal que K C D, e z; € C\ D. Entao

N
1 1 1 . 2"
=—— = lm Y
zZ—21 21 1—5 N—oo 7= 2
————

polinémio
uniformemente em K. Logo, basta mostrar que 1/(z — 2zp) pode ser aproxi-
mada uniformemente em K por polindémios em 1/(z — z1).

Como C\ K é conexo, seja v: [0,1] - C\ K um caminho de zp a 2. Se

p= %d(K, v), entdo p > 0. Considere uma partigdo {wi,...,wp} de v tal

que
20 = w1, 21 = wy e lwj —wjpi| <p Vi=1,...,0—1

Wy = 21

20 = W1

Sew € v e |w —w| < p, entdo, para todo z € K,
Y P p

I | 1 1 ioz(w—w’)”ioo (w—w')"
p-w  z-w 1-%=Y p—w (w2 - w)n
pois

/
w—w
po— <1 (Jz —w'| =]z —w|—|Jw—w|>2p—p=p>|w—u]).

Logo, 1/(z — w) pode ser uniformemente aproximada em K por polindémios
em 1/(z —w'), desde que |w —w'| < p.

Para concluir, aplique o resultado acima indutivamente na sequéncia
20 = Wly...,Wp = Z7. ]

O lema 10.6 demonstra a parte (b) do teorema (usando a parte (a) e a
decomposicao de fungdes racionais em fragdes parciais).
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Aula 11

13) Zeros e polos

Definicao 11.1. Uma singularidade isolada de uma funcio f é um ponto
zp € C tal que f esta definida em D.(zp) \ {20}, para algum € > 0, mas f
nao estd definida em zg.

Um zero de f é um ponto zp € C onde f(zp) = 0.

Observagdo 11.2. O principio da continuagdo analitica implica que os zeros
de fungoes holomorfas ndo triviais (isto é, nao identicamente nulas, num
aberto conexo) sdo sempre isolados: se f(zp) = 0, entdo existe uma vizi-
nhanca U de zg tal que f(z) # 0 para todo z € U \ {z}.

Teorema 11.3. Se f: Q@ — C é holomorfa e z9g € Q é um zero isolado
de f, entdo existem uma vizinhanca U C Q de zg, uma fungdo holomorfa
g: U — C e um tnico n > 1 tais que

f(2) = (2 = 20)"9(2),
com g(z) # 0 para todo z € U.

Definigao 11.4. O inteiro n do teorema é a ordem do zero zy5. Se n = 1,
também dizemos que zg é um zero simples.

Demonstragdo do teorema. Em um disco pequeno centrado em zgp,
o0

f(z)= Z ar(z — 20)F = ao + a1(z — 20) + ag(z — 29)% + - -
k=0

Como f # 0 em uma vizinhanga de zg, existe um menor n tal que a, # 0 (e
n > 1, pois ag = f(z9) = 0). Logo,

f(z)=(z—20)" (an + (z — z0)ant1 + ).

=:g(2)

Note que g é holomorfa e g(z9) = a, # 0, logo g(z) # 0 para todo z
suficientemente préximo de zj.

Unicidade de n: seja
f(z) = (2= 20)"9(2) = (z — 20)"h(2),
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com h holomorfa e h(zg) # 0. Se m > n, entdo

0= lim (2 — 20)" "h(z) = lim g(2) = a, # 0.

Z—20 Z—20

Absurdo! Se m < n, o argumento é analogo. O

Definicao 11.5. Uma vizinhanca furada (em inglés, deleted neighborhood)
de zp € C é
Dy (20) \ {20} ={2€C:0< |z —2| <1}

para algum r > 0.

Defini¢ao 11.6. Uma funcdo f definida em uma vizinhanca furada de zg
tem um polo em zg se

M@_{yﬂ@,me,
) Z = Z0,

é holomorfa em uma vizinhanga de zp. Em outras palavras, “1/f se estende
a uma fungao holomorfa na vizinhanca de zg com 1/f(zp) = 0".

Exemplo 11.7.

1
e — tem um polo em z = 0.
z

/2 ndo tem um polo em z = 0 (mas z = 0 é uma singularidade

—1/2 ¢ ilimitada na vizinhanca de 0: tomando z, =

e
isolada), pois e
—1/n, temos

I e ——y
n—oo

Teorema 11.8. Se f tem um polo em zg € (), entdo existem uma vizinhanca
U C Q de zy, uma funcao holomorfa h: U — C e um tnico n > 1 tais que

L) (eU\{x}),
(z — z20)

com h(z) # 0 para todo z € U.

f(z) =

Demonstragao. Por definicao, 1/f é holomorfa na vizinhanca de 2y e
1/f(z0) = 0. Pelo teorema anterior, existem uma vizinhanca U de zg e
g: U — C holomorfa tais que

1 n
m = (2 —20)"9(2),

com g(z) # 0 para todo z € U. Logo,
1 1
fe)=—F+ —. O

(z = 20)" 9(2)
——
h(z)
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Defini¢ao 11.9. O inteiro n do teorema é a ordem do polo. Se n = 1,
dizemos que zg é um polo simples.

Teorema 11.10. Se f tem um polo de ordem n em zy, entdo existem unicos
a—;j € C tais que

= alin ain+1 P ail
1) = (z — zo)" + (z — zp)n 1 Tt zZ— 20

com G holomorfa na vizinhanca de zy.

Demonstragdo. Se h é como no teorema anterior e
h(z) = Ag + A1(z — 20) + Ag(z — 20)? + - -

¢é a sua série de Taylor, entao

1
z)= h(z
f(z) ) (2)
1
- W(AO + A1(z — 20) + Az(z — 20)2 + -+ -)
AO n—1
:7++ +An+An+1(z—ZO)+...‘ D
(Z_ZO)n Z — 20
G(z)
Definicao 11.11.
. (a;")n s é a parte principal de f no polo z.
Z =20 Z— 20

e a_1 = Res,—,, f é o residuo de f em z.

Importante.
1
2mi

/ f(2)dz = Res,—z, f
C

(C um circulo suficientemente pequeno centrado em zp, orientado positiva-
mente), pois [~ G(z)dz =0 (Cauchy), d_ — orj e

C z—2zg

1 1
/ ———dz=0 sen>1 (7 tem primitiva).
c (z—zo)" (z —zo)"
Teorema 11.12. Se f tem polo de ordem n em zy, entdo
1 d \n—1
() (—=20"f@)

Resemno /= I8, G )t

Exemplo 11.13. Se n =1, entdo Res,—,, f = li_)m (z — 20) f(2)-
z2—20
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Demonstragao do teorema. Para z # zy perto de zp,

(2= 20)"f(2) =an+a_ni1(z—20)+ - +a_1(z—20)"" 4 (2 — 20)"G(2)

d \n—1 B
— (@) (2 =20)"f(2) = (n = Dla—1 + (2 — 20) Ei(fl .0
holomorfa
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Aula 12

Aula passada. Vimos que, se f: D,(z0) \ {z0} — C é holomorfa e tem
um polo em zg, entao

_ Ok 0 _
f(z>_(z—zo)k’+ +z_zo+ao+a1(z 20) -

13) Zeros e polos (cont.)

Mais geralmente, se f é holomorfa na vizinhanca de um “anel” A = Dg(z0)\

D, (zp), entao
oo

f(z) = Z an(z — z0)"

n=—0oo

série de Laurent

no interior de A. (Veja o Problema 3 do Capitulo 3 do Stein—Shakarchi.)

(&

Exemplo 12.1.
N 623 222 =z
tem infinitas poténcias negativas. Isso implica que 0 nao é polo.

Observagio 12.2. zy é polo <= a série de Laurent ¢ tal que a,, = 0 para
n < 0 (e ap # 0 para algum n < 0).

Definicao 12.3. Se zy é uma singularidade isolada de f, com f holomorfa
no disco furado D, (29) \ {20}, € f(2) = X ,cz an(z — 20)™ é a sua série de
Laurent em 0 < |z — 2| < r, o residuo de f em zp é

Res,—,, f = a_1.

Quando zg é um polo, isso coincide com a definicdo dada anteriormente.

14) A férmula de residuos

Teorema 12.4. Seja f: Q\ {20} — C holomorfa e D C Q um disco fechado
contendo zy em seu interior (zo € D). Entdo

f(2)dz = 2miRes,—,, f.
oD
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Demonstragao. Seja C = 0D e C. = C:(29), com £ > 0 pequeno, ambos
orientados positivamente. Usando o “argumento da fechadura”, como na
demonstragao da férmula integral de Cauchy, obtemos

/Cf(z)dz:/CE f(z)dz.

Seja f(z) = Y ,ezan(z — 20)" a série de Laurent de f num disco furado
em torno de zg contendo C.. Como essa série converge uniformemente no
compacto C., podemos integrar termo a termo:

.. f(z)dz = Zan/e(z—z())”dz =2mia_1,

nel

pois [o. Zi”;o = 2mi, enquanto, para n # —1, (z — zp)" tem primitiva (z —

20)""1/(n+1) em C\{z} e, portanto, [ (z—20)" dz = 0. Logo [, f(z) dz =
2miRes,—,, f. O

Z0e

Corolério 12.5. Suponha f: Q\ {z1,...,2x} — C holomorfa e D C Q um
disco fechado com zi,...,zny € D. Entao

N
/C f(z)dz = 2mi Z Res.—., f,
k=1
onde C' = 9D.

Demonstragdo. Repita o argumento acima com uma “fechadura multipla”
(veja a figura abaixo). O
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Corolario 12.6. Vale o mesmo resultado do coroldrio anterior trocando o
circulo por contornos onde vale o teorema de Cauchy (poligonos, setores,
fechaduras, semicirculos indentados, etc.):

N
/ f(2)dz = 2mi Z Res,—., f.
= k=1

Esta é a “formula de residuos’.

©  dr
Exemplo 12.7. Quanto vale/ —7
—0o0 1 + I2
Seja
1 1

T1+22 (z+i)(z—d)

Note que f é holomorfa em C\ {i,—i} e que i, —i sdo polos simples. Logo,

f(2)

Res,—; f =lim(z — i) f(z) = i

z—1 21

Seja R > 1 e vyg = SgpU[—R, R], onde Si é o semicirculo superior de raio
R centrado em O:

Sr
)
-R - R
Entao 1
/ f(z)dz =2miRes,—; f =2mi- — = .
YR 21
Mas
f(2)dz| < 1 R < 1 R——0
Z)jaz|x Sup - T 755 T .
S cesp 2 — [z + 1 (R=1)2 7 Rooo
Logo,

/OO dx . / dz
= lim —_—
oo 1422 RuooJi_p R 1+ 22

~ tim (/ dz _/ dz )
"~ R—oo 7R1—|—22 sp 1+ 22

™ —0
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dz?

o0
Exemplo 12.8. Quanto vale / cos e
—0o0 1 + 33'2

cOoS 2
A funcao T2 tem polos em +¢. Mas ndo podemos aplicar o mesmo
z

argumento, pois “cos z é grande em SR”:

Sr

se z = x + 1y, entao

e'LZ + e*'LZ efye’m + eyef’m ey _ efy
cos z = = =  |cosz| > ———
2 2 2

(para y > 0; crescimento exponencial com y = Imz). Mas e = cosx +
isenzx e, se z = + 1y, entao
1z

P =e Ve — || <e Y

(decrescimento exponencial!). Em particular, [e”*| < 1 em Sg, e a mesma

estimativa do exemplo anterior mostra que [q <=, dz — 0. Fazendo R —
R 142

Oo?

/OO e d /°° cosxd w /°° senxd
T = T+ ——dx
oo 14+ 22 oo 1+ 22 R

=0 (integrando impar)

iz iz -1
= lim / € 3 dz = 271 Reszzi(%) = 271 e—, = E.
R—o00 Jyp 1+2 14z 2% €
oo
Portanto / o8 T dr = E.
oo 122 e
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Aula 13

14) A férmula de residuos (cont.)

Exemplo 13.1. Quanto vale

(e e}
IS
n=1 n
A funcao
cos(z)
cotg(z) =
8(2) sen(z)
tem polos em Zm, e esses polos sdo simples! De fato, sen(nw) = 0 e
sen’(nm) = cos(nm) # 0.
27T -7 0 m 27

E os residuos? Como cotg(z) é m-periddica,

1—...
Res,—nr cotg(z) = Res,— cotg(z) = Res,—o =1.
Z —_— . e .
) cotg(z)
Considere f(z) = —5—. Ela tem um polo de ordem 3 em z = 0 e
z

polos simples em nw, n #% 0, com residuo

cotg(z)> 1

Res,—nx ( = .
22 n2m?

Seja R > 0, R ¢ Zm, e seja Cr o quadrado de vértices £R + iR, orientado
positivamente.

Cr

A

s B -~ TImz=M

- - - e | ---Imz=-M

Y
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Pela formula de residuos,

cotg(z) , 1 (cotg(z))
dz =2 —— 2=
/CR z = 2mi Z 2.2 + Res,—o 2

2
“ Inw|<R
n#0

Por outro lado, como CR tem comprimento 8R e |z| > R em Cg,

cot cotg(z 8

’/ g ‘ < 8R sup @ = — sup |cotg(z)].
Cr z€CRr R R zeCRr

Se z =z + 1y,

ezz e~z e2iz 41 e~ 2y p2ir 4 | )

cotg(z) =i — + =1 — + :1<Jr , e = 1.
ezz —e —iz 621,2 -1 eny 62190 —1

o Sey >0, cotg(x + iy) estd proximo de —i; se y < 0, estd préximo de
i (uniformemente em x).

. Sex:mr+%,nGZ,entéerm:—le
tg(x + iy) = Loe
cotg(x + 1 —_—
gz +1iy 1+62y

tem modulo < 1 para todo y € R.

Conclusao: existe um C > 0 tal que, se Ry = Nm+ 5 (N > 0), entao
sup |cotg(z)| < C para todo N > 0,

ZECRN

com C' independente do raio! Fazendo N — oo (logo Ry — o0), obtemos

1 t
Z 5 + Res:=o (CO g2(z)) =0.
onim z
n#0
Resta calcular o residuo em O:
1 cos(z) 11— 22/24+ 24 /24 — - -
22 sen(z) 22 z—23/6+ 25/5! —

1 22 24 22 A4 !
- —|1= ... 124+ ... )
S-S )55

2 4 -1
Escrevendo(l—%—i—l%o—---) =co+ 12+ 2%+ -+, temos
2 4
z z
1= 2122 L
(co+ c1z 4+ coz” + )( 6+120 >

CO 2
:co+clz+<—6+02)z +
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donde cg =1, ¢ =0, co = é, ... Assim,

iCOS(Z)_i 1 i2_|_i4 1+i+
22 sen(z) 23 2 24 6

23 2 6
—_——
13
111
233 2

Logo, Res.—o(cotg(z)/2%) = —% e obtemos

25‘3 L1, il_ﬁ
— n272 3 — n2 6
n=1 n=1

Exercicio 13.2. Calcule

i (—1)F 11 1

= (2k+1) 13 3T

(Dica: use sec(z).)
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Aula 14

15) Tipos de singularidade

Seja f: Q\ {20} — C holomorfa.

Definicao 14.1. Dizemos que zy é uma singularidade removivel de f se f se
estende a uma func¢do holomorfa em €. (Por abuso, essa extensdo também
é denotada por f.)

Observagdo 14.2. zy é um polo de f se, e somente se, zp é uma singularidade
removivel de 1/f e 1/f(z9) = 0.

Teorema 14.3 (Riemann). Se f € limitada em uma vizinhanca furada de
z0, entdo zg € uma singularidade removivel de f.

Demonstragio. Seja D = D,(29) C Qe C =dD.

A ideia é mostrar que, se z € D \ {2}, entdo

f) = g [ I

2w Jow— 2z

dw. (%)

Como o lado direito define uma fungdo holomorfa em D, isso da a extensao
desejada.

Seja g(w, z) = j(w) € C°(C x D). Como z ~— g(w, z) é holomorfa em

D para todo w € C, a integral [ g(w,z)dw é holomorfa em D.

Fixado z € D\ {20}, considere a fechadura dupla da figura, com circulos
Ye = Ce(2) e vL = Ce(20).
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Pelo teorema de Cauchy (aplicado a fechadura), temos
/ g(w,z)dw—/ g(w, 2) dw—/ g(w,z)dw =0
c E Ve

para € > 0 pequeno. Pela férmula integral de Cauchy, f% g(w, z)dw =
271 f(z). Como f é limitada numa vizinhanca de zp, existe C' > 0 tal que

sup |g(w, 2)| < C
weYL

para todo € > 0 suficientemente pequeno. Logo,

// g(w, z) dw

€

< C-2me — 0,
e—0

e obtemos (k). O

Corolario 14.4. zy é um polo de f se, e somente se, li_>m |lf(z)| =00. O
2—20

H4, portanto, trés tipos de singularidades (isoladas):

o removiveis (f limitada perto de z);
o polos (|f(2)| = oo se z = 20);

o essenciais (ndo é removivel, nem polo).

sen(z
Exemplo 14.5. 0 é uma singularidade removivel de (2) e uma singula-
z
ridade essencial de e!/%.

Observagao 14.6. Caracterizacdo via séries de Laurent: escrevendo f(z) =
> nez an(z — 20)" perto de 2o,
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e removivel: a, = 0 para todo n < —1;
e polo: existe k£ < —1 tal que ax # 0 e a,, = 0 para todo n < k;
o essencial: existem infinitos n < —1 tais que a, # 0.

Teorema 14.7 (Casorati-Weierstrass). Se zg € uma singularidade essencial
de f, entao f(Q2\{z0}) € denso em C.

Demonstragdo. Se ndo, existem w € C e § > 0 tais que

lf(z) —w| >0 para todo z € 2\ {20}.

1 .
Logo, g(z) = 7o —w ¢ holomorfa em Q\ {20} e sup.co\(2319(2)] < 1.

Pelo teorema de Riemann, zg é uma singularidade removivel de g.

o Se g(z9) # 0, entdo zp também é uma singularidade removivel de
f=w+1/g. Absurdo.

e Se g(z9) =0, entdo zp é um polo de f. Absurdo. O

Observagio 14.8. Picard: “f atinge todos os valores de C infinitas vezes,
com possivelmente uma tnica excecao.”

16) Funcdes meromorfas

Seja Q2 C C aberto.

Definicao 14.9. Uma funcdo meromorfa em Q é uma funcido holomorfa
f:Q\S — C, onde S C Q éum conjunto discreto e todo ponto de S é um
polo de f. Ou seja: “funcao holomorfa, a menos de polos”.

Exemplo 14.10. Toda func¢ao racional é uma fungdo meromorfa em C.

Observagio 14.11. E um teorema que toda funcio meromorfa f em Q C C é
da forma f = g/h, com g, h: Q — C holomorfas. (Veja “produto infinito de
Weierstrass” para o caso {2 = C.) Algebricamente, o conjunto das fungoes
meromorfas em € (conexo) forma um corpo isomorfo a Frac O(2).

Exemplo 14.12. A funcao
T(s) = / e Vdt (Re(s) > 0)
0

se estende a uma funcdo meromorfa em C cujas tUnicas singularidades sao
polos simples em s = 0,—1,—2,..., com residuos

(1"

Ress=—, I'(s) = o
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Escreva
1 00
F(S):/ e_tts_ldtJr/ et dt.
0 1

11(8) IQ(S)

A integral I(s) define uma funcao inteira. Se Re(s) > 0,

Ii(s) = /01 e ttshat = /01 (i (—371) 51 dt

n=0
S 1 -1 ntn+s—1 00 —1) 1 1
:Z/ eyt ' dtzz( ') {t”*s
— (="

Esta série converge uniformemente nos compactos de C\ {0,—-1,-2,...} e
define uma fungao meromorfa em C com parte principal em s = —n igual a

= 1
n!  s—(-n)

residuo

Observagao 14.13. A equacao funcional I'(s + 1) = sI'(s), vélida para
Re(s) > 0, se estende a todo s € C\ {0,—1,—2,...} pelo principio da
continuacao analitica.
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Aula 15

16) Fungoes meromorfas (cont.)

Observagao 15.1. T'(s) nunca se anula! H& (pelo menos) trés maneiras de
ver 1sso:

1. Pela “formula de reflexao”:
T

I(s)T(1—s) =

sen(ms)
(Stein—Shakarchi, cap. 6, Teorema 1.4).
2. Pelo produto infinito. . .

3. Diretamente da integral: dado s com Re(s) > 0,

F(z) = / e *teslat
0

¢ uma fun¢ao holomorfa em Re(z) > 0 tal que F(z) =I'(s)/z° se z >
0. Se I'(s) = 0, entdao F' é identicamente nula. Tomando z = 1 + 27§,
¢ € R, obtemos

00 . .
0= / e—t ts—l e—27mt5 di = / f(t) 6—27rzt£ dt,
0 R

f©

ﬂﬂ:{a t <0,

etes=l > 0.

onde

Pelo teorema de inversao de Fourier,

1) = [ e e =o.
Absurdo!

Exemplo 15.2. O exercicio da P1 mostra que

r s B, oo gl g
<s><<s>_;)m(s+n_1)+/l L
= | ——
inteira

em C\ {1,0,—1,-2,...}, onde B, sdo os nimeros de Bernoulli. Segue que
((s) se estende a uma fungdo meromorfa em C cuja tnica singularidade é
um polo simples em s = 1 com residuo 1. De fato, lembrando que

By =1, Blz—%, BQZ%, B,, = 0 para n > 3 impar,

a tabela abaixo d4 a ordem (ord) de cada funcdo em s = n:
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n |1 0 -1 -2 -3 —4
r 0 -1 -1 -1 -1 -1
I'¢ -1 -1 -1 0 -1 0
(=r¢)T|{-1 0 0 1 0 1

Também segue da expressdo acima que ( tem zeros em s = —2, —4, —6, ...,
ditos zeros triviais de C.

Observacdo 15.3. A hipotese de Riemann é a conjectura de que todos os
1

outros zeros de ( satisfazem Re(s) = 3.

Observagao 15.4. ¢(—1),((—=3),{(—=5),... # 0. Como ambas I' e I'( tém
polos simples em 1 — 2k (k= 1,2,...), obtemos
Resszlfgk(FC) ng/(Qk)! . _%

C(1—2k) = T (—1)21/2k—1)! 2k’

Por exemplo, ((—1) = —By/2 = _%_

Produto infinito do seno.

Teorema 15.5. Para todo z € C,

sen(mz) 10—0[ . 22
=z _——
T i n?

(produto absolutamente convergente).

Demonstragio. Sejam G(z) = sen(wz)/7m e P(z) = z[[2, (1 - Z—Z) Basta
mostrar que

G'(2)/G(z) = P'(2)/P(2) (%)

pois, neste caso,

=——-—=0 = (G/P) =0 = G = cP para algum c € C.

Mas G'(0) = P'(0) = 1, logo ¢ = 1.
Seja F(z) = G'(z)/G(z) = wcotg(mz). Vimos que
~ P(z) 1 & 2z 1 = 1
F(z) = = - —— = 1li = .
(2) P(2) z+zzz—n2 nglooz z+n 2 zZ+n

n=1 ‘”KN n=—oo

(Esta tultima é uma “soma de Eisenstein”; veja A. Weil, Elliptic functions
according to Eisenstein and Kronecker.)
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Note que F' é periédica, com perfodo 1, e F' também:

1

—00
In|<N

1 1 1 .
N%(Z z—l—n+z+N+1 z—N> (2)
\ —_— ——

n|<N

—0 —0

Além disso, ambas F' e F sdo fungdes meromorfas em C com polos simples

em 7Z C C e residuos Res,—,, I’ = Res,—, F' = 1. Em particular,
A(z) = F(z) — F(z)

define uma fungéo inteira (as singularidades em Z sdo removiveis), peridédica
de periodo 1.

%
___ g _
Imz=1

=
N|—=

77 Imz=-1

Queremos mostrar que A(z) = 0. Como A(0) = 0 (exercicio), pelo teorema
de Liouville basta mostrar que A é limitada em C. Mas, pela periodici-
dade, basta mostrar que A(z) é limitada em |Re(z)| < 5 e, para isso, basta
controlar [A(z)| quando |Im(z)| > 1 (o retangulo |[Rez| < 3, [Imz| < 1 é
compacto).

Se z =z + iy, com |z| < § e y > 1, entdo

eiTE 4 iR ' e27rzz +1 . 6727ry 6271’1:1: 41

cotg(mz) =1 otz _ g—imz | Uglmiz _ 1 " g—2my g2miz _ 1’

logo
|F(2)] e 41 14e 27
= |cotg(mz)| < i p——

Além disso,

1 > 2z 1 s 2(x +1
ol 2 _ 2 -+Z 2 2( 2y) ot
z — 2 —n T+ 1y — 7~y —nt+ 2wy
n= —_—— =
<1
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1

Como |22 —y? —n? +2ixy| > y?> +n’—22 > & (y? +n?) para uma constante

C’ > 0 (por exemplo C' = %),

o 2(14
& 2(5+w)
F@I<1+0"Y —5 s
n=1
o0 (o) y
! !
<1+Ciﬁ+2+ 2;2+#
n=1
C
caoc [T Y g—cioc [T
< —7 _dt=
+ .A y2 + t2 + A 1+ s2

(t =ys),

onde na ultima desigualdade comparamos a soma com a integral da fungao

decrescente t + y/(y? + t2):

Assim F e F, e portanto A, sao limitadas em |z| < %, y > 1. Um argumento

similar funciona para y < —1.
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Aula 16

17) A esfera de Riemann

Sejam R > 0e f: C\ Dg(0) — C holomorfa. Denote
P Dyn@\{0} = C. = f(1/2)

(note que 0 < |z| < 1/R < 1/|z| > R).

C\ Dr(0)

Defini¢do 16.1. Dizemos que f tem polo (resp. singularidade essencial,
resp. singularidade removivel) no infinito se F' tem polo (resp. singularidade
essencial, resp. singularidade removivel) em 0. No ultimo caso, também
dizemos que f é holomorfa no infinito.

Exemplo 16.2.

e f(2) = 2?9% + 1 tem polo no infinito (de ordem 2026): f(1/z) =
1

22026 +1

e f(2)= i ] é holomorfa no infinito (com um zero de ordem 1 14!):

1
/D) = T = o

e ¢? tem singularidade essencial no infinito.

Definigdo 16.3. Uma fungdo meromorfa no plano estendido (ou na esfera
de Riemann) é uma funcdo meromorfa em C que tem um polo ou uma
singularidade removivel no infinito.

Exemplo 16.4. Fungoes racionais.
Teorema 16.5. Toda funcio f meromorfa no plano estendido € uma funcao

ractonal.

Demonstragio. Seja R > 0 tal que f é holomorfa em C\ Dg(0). Como
Dg(0) é compacto, f tem um nimero finito de polos em Dg(0) (o conjunto
de polos é discreto), digamos zi, ..., z,. Perto de cada z,

f(2) = fx(2) + gk(2),
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C [ZJZk] é a parte principal e g é holomorfa (numa vizinhanga

onde fi €
de z).

Analogamente, perto de 0,

F(1/2) = foo(2) + Goo(2),

onde fo € %(C[%] é a parte principal e goo ¢ holomorfa. (Se f é holomorfa
no infinito, tomamos foo = 0.) Seja foo(2) = foo(1/2) € C[z] €

zzk

He=f—fo=> fr
k=1

Note que H tem singularidade removivel em todo zj e, portanto, define uma
fungéo inteira. Além disso,

H(1/z)=f(1/z) — Z fe(1/2)

tem singularidade removivel em 0, o que implica que H(z) é limitada quando
z — 00. Logo, H é inteira e limitada, portanto constante pelo teorema de
Liouville. Assim, f = H + foo + >} fr € racional. O

Observacio 16.6. A funcgao zeta ( tem singularidade essencial no infinito.
(T" ndo tem singularidade isolada no infinito: seus polos 0,—1,—2,... se
acumulam no infinito.)

Interpretacao geométrica do plano estendido. O “plano complexo
estendido” ou “esfera de Riemann” é a compactificacdo de Alexandroff de
C: CU{oo}. Notagoes:

C*=C=S=CP'=P(C)=P'=-..

Os conjuntos da forma (C\ Dg(0)) U{oc} formam uma base de vizinhangas
de oo (“discos abertos centrados no co”).

S é homeomorfo a S? = {(x,y,t) : 22 + y> + > = 1} pela projecio
estereogrdfica:
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Identificando C =2 R? x {0} e escrevendo z = = + iy (de modo que os pontos
de 52 sdo os (z,t) com |z|? +t? = 1), definimos

z
1—¢

7 S2\ {N} — C, (x,y,t) = (2,t) —

De fato, a reta por N e (z,y,t) é dada por

(0,0,1) + A((z,y,t) — (0,0,1)) = (Az, Ay, L + A(t — 1)),

1
el+At—1)=0 < = T—¢ Obtemos assim bijecoes

5?2 S, (zt)— {1_t7 S — 5%,z — exercicio.

(Note: (C\ Dg(0)) U {cc} corresponde a uma calota centrada em N = co.)

Observe que S\ {0} = (C\ {0}) U{oo} é uma “outra cépia de C”, com
“coordenada 1/z”:

1/z, z#0,

€ 22§\ {0}, ZM{
oo, 2z=0.

Isto é, S é a uniao de duas cépias de C (uma centrada em 0 e outra no co)
recoladas ao longo de z +— 1/z:

S (CUC)/~, (z,1) ~ (w,2) <= z,w#0, z=1/w.
Isto define uma “estrutura complexa” em S, de forma que:

¢ Uma funcido meromorfa em Q C C corresponde a uma aplicagido holo-
morfa f: Q — S (os polos sdo levados em oo, isto é, no polo norte!).
De fato, perto de um polo w € € de f, temos f(z) = (z — w) "g(z2),
com g(w) # 0, e entao
1 L1
e (r— )" ——
= (- w)

f(2)

é holomorfa.

e Uma fun¢do meromorfa no plano estendido corresponde a uma aplica-
¢do holomorfa f: S — S.
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Aula 17

18) O principio do argumento

Sejam f meromorfa em € e D C Q um disco fechado.

Teorema 17.1 (Principio do argumento). Se f nao tem zeros nem polos
em 0D, entdo

1 f'(2)

2mi Jop f(2)

onde zeros e polos sdo contados com multiplicidade.

dz = #{zeros de f em D} — #{polos de f em D},

Observagdo 17.2. Escrevemos

log f(z) = log|f(2)| +i arg(f(2)) ,
————
bem definido multiplos valores

(bem definido a menos de 27)
uma “funcdo multivalorada”, com (log f(2))' = f'(2)/f(z). Assim,
1 /
- L dz
i Jop f
mede a variacdo do argumento de f(z) ao longo de uma volta em 9D.

Demonstragdo. Se f tem zero de ordem n em w € D, entdo, perto de w,
f(z) = (z —w)"g(z), com g holomorfa e g(z) # 0 para todo z. Logo,

f/ n g/ !
I 9 —  Res,_ -
7 z—w+ p es, w<f> n
=~
hol.
Similarmente, se f tem polo de ordem n em w, entdo Res,—,(f'/f) = —n.

Pelo teorema dos residuos,
1 !
— —dz = Z Res.—w(f'/f) = #{zeros} — #{polos}. O

27 Jop f

Observagao 17.3. Também vale para os contornos usuais (poligonos, setores,
etc.).

Aplicagao. Como verificar a hipotese de Riemann experimentalmente no
computador? Sabendo que:

(1) todos os zeros nao triviais de ¢ estdo na faixa critica 0 < Re(s) < 1e
satisfazem |[Im(s)| > ¢ (com € > 0 explicito);
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(2) se s é um zero nao trivial de ¢, entao ((1 —s) =0,

basta procura-los dentro de contornos da forma

iIN

I—— Zeros

A
YN

1€

Considere
£(s) = 2T (s/2) {(s).
—_————

Sem Zeros
Fato: f(% +it) € R para todo t € R.

Logo, se f(t) = (3 + it) alterna o sinal n vezes em [, N], entdo f tem
pelo menos n zeros em [g, N] (e, portanto, £ tem pelo menos n zeros em
(2 +ie, 1 +iN]).

Algoritmo:

(1) Calcule
/
L/ g—ds =n
2mi Joyn €

(ntimero de zeros dentro de yy).

(2) Verifique se f alterna de sinal n vezes em [g, N].

Se sim, necessariamente todos os zeros de ¢ com 0 < |Im(s)| < N (sdo
simples e) satisfazem Re(s) = 1. Se ndo, este teste ¢ inconclusivo!

Observagdo 17.4. Para uma implementagao deste algoritmo em Python (com
as bibliotecas SymPy e mpmath), veja o texto de Aaron Meurer, Verifying
the Riemann Hypothesis with SymPy and mpmath (2020), disponivel em

https://www.asmeurer.com/blog/posts/
verifying-the-riemann-hypothesis-with-sympy-and-mpmath/

Teorema 17.5 (Rouché). Se f e g sao holomorfas numa vizinhanga de um
disco fechado D e
1f(2)[ > lg(z)]  VzedD,

entio f e f+ g tém o mesmo niumero de zeros (com multiplicidade) em D.
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(“f + g é uma perturbacao holomorfa de f”.)

Demonstragio. Para t € [0,1], seja

fi(z) = f(2) + tg(2)

e ny = #{zeros de f; em D} € N. Queremos mostrar que t — n; é cons-
tante. Basta mostrar que é continua. Como f; ndo se anula em 9D

(z€0D = [fi(2)| 2 [f(2)] = tlg(2)] = |f(2)] = lg(2)] > 0),
segue do principio do argumento que

1 fi(2)

ng = — 2,
L Y oD fi(2)

e agora basta observar que

fiz) _ ['(2) +1g'(2)

filz) — f(2) +tg(2)

é continua em (z,1). O

Exemplo 17.6. p(z) = 2% — 4z + 2. Localizacdo das raizes?

o fz) = 2% g(2) = =42 +2. Se |z = 2, |f(2)| = 2° =32 e g(2)] <
4-242 =10, logo |f(z)| > |g(z)|. Por Rouché, p(z) tem 5 raizes (com
multiplicidade) em D5(0).

v J(2) = 4z, g(z) = 2P+ 2. Se || = 1, |f(2)] = 4 ¢ |g(2)] < 3, logo
|f(2)] > |g(2)|. Por Rouché, p(z) tem 1 raiz em D1(0).

(Portanto p tem 4 raizes em Dy(0) \ D1(0).)

Teorema 17.7 (da aplicagdo aberta). Se f: Q — C ¢é holomorfa e nao
constante, entdo f é aberta.

Demonstragio. Basta mostrar que f(£2) C C é aberto (dado U C (2 aberto,
considere f|y). Sejam zp € Q e wy = f(20). Dado w € C, defina

guw(2) = f(z) —w = (f(2) —wo) + (wo — w).
~— — —
F(z) G(z)

(Ideia: mostrar que, para todo w préximo de wg, g,y tem um zero.)

Tome § > 0 tal que Ds(z0) C Qe f(2) # wo em Cs(2g) (possivel pois os
zeros de f — wy sdo isolados).
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Tome € > 0 tal que |f(z) —wp| = € em Cs(z0). Se |w — wp| < €, entdo, para
z € Cs(zp),

[F(2)| = |f(2) —wo| = & > [w —wo| = [G(2)].

Pelo teorema de Rouché, g, (z) = F(z) + G(z) tem pelo menos um zero em
Ds(zo) (pois F tem pelo menos um, em zp), logo w € f(Q2). Isto mostra que
De(wo) € f(€). O

Exemplo 17.8. Nao existe funcdo holomorfa nao constante f: 2 — C tal
que P(Re f,Im f) = const., onde P(z,y) € R[z,y]\R (pois P seria constante
no aberto f(£2)). Exemplos: P =, P =y, P = 22 + 12, etc.

79



Aula 18

18) O principio do argumento (cont.)

Teorema 18.1 (Principio do médulo méximo). Se f: Q — C é holomorfa
e ndo constante, entdo |f| nao atinge um mdzimo em €.

Demonstragao. Seja zp € Q. Como f(2) é aberto, existe um disco
Do(f(20)) € £(9) e, portanto, um = € Q tal que [£(2)| > |f(z0)].

O

Corolario 18.2. Se Q C C é compacto e f se estende continuamente a (2,
entao

sup|f(2)| = sup|f(2)|.
z€Q) z€01)

19) Homotopia

Sejam 7,71 curvas em um aberto (2, parametrizadas por o(t),v1(t) em
[a, b], tais que

Yo(a) = a = (a), Y0(b) = B = 11(b).

Definicao 18.3. vy e 1 sdo homotopicas em €) se existe uma fungdo con-
tinua
F:[0,1] x [a,b] — Q

tal que, para todo s € [0,1], vs(t) := F(s,t) parametriza uma curva -
satisfazendo vs(a) = a e v5(b) = B, e o (t) = F(0,t), y1(t) = F(1,¢t).
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a N Yo ,

Teorema 18.4. Seja f: Q — C holomorfa. Se vy,7v1 sGo curvas homotopi-
cas em €2, entdo

/70 f(z)dz = 71f(z)dz.

Demonstragio. Como K := F([0,1] x [a,b]) C Q é compacto, existe € > 0
tal que d(K,C\ Q) > 3e.

Como F' ¢ uniformemente continua em [0, 1] x [a, b], existe 6 > 0 tal que

‘51 - 52| < = sup |731(t) _752(75)‘ <E&.

te(a,b)
Tome s1,82 com |s; — so| < ¢ e escolha discos Dg,Dq,...,D, de
raio 2 (contidos em ) e pontos zg = «@,21,...,2n41 = O em 75 e
: n
wy = o,Wi,...,Wpt1 = [ em 7, tais que J;iLgD; cobre s U v, €

Ziy Zit1, Wi, Wit1 € D;; mais precisamente, de modo que o arco de s, de z;
a z;+1 € o arco de s, de w; a w;4+1 estejam contidos em D;.

Ds

Em cada D;, seja F; uma primitiva de f. Logo, em D;ND;11 (que é conexo),
existe ¢; € C tal que Fj41 — F; = ¢;. Como 241, wi+1 € D; N Djyq,

Fip1(zip1) = Fi(zip1) = Fipa(wig) — Fi(wiga)
= Fit1(ziv1) — Fi(wiv1) = Fi(ziq1) — Fi(wit).
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Logo,

/Wf(z)dz—/ f(z)dz

51 Vs2

= _(Fi(zi41) = Fi(z)) = > _(Fi(wi1) — Fi(wy))
i=0 i=0

— Z((F (zi+1) — Fi(wiy1)) — (Fi(2i) — E(w,)))
1=0

= (Fo(21) — Fo(w1)) — (Fo(20) — Fo(wo))
+ (Fi(22) = Fi(w2)) — (Fi(21) — Fi(wr)) + -
+ (Fn(zn+1) - Fn(wn+1)) - (F ( ) Fn(wn))

= Fu(2nt1) = Fa(wny1) — (Fo( 20 ) — Wo ))
3 B @ Ry
=0,

onde usamos que F;(z;+1)—F;(wit1) = Fit1(2it1)— Fit1(w;+1) para cancelar
os termos intermedidrios. Assim, s f% f(2) dz é constante em intervalos
de comprimento < § e, portanto, em [0, 1]. O

Definicao 18.5. 2 C C é simplesmente conexo se é conexo e quaisquer
duas curvas em {2 com mesmos pontos inicial e final sdo homotépicas em (2.

Exemplo 18.6. Todo € convexo (e.g. disco) é simplesmente conexo:
s(t) = (1= 5)70(t) + s71(t)-

Exemplo 18.7. Os interiores dos contornos usuais (poligonos, setores, .. .)
sdo simplesmente conexos.

Exemplo 18.8. C\ {0} nio é simplesmente conexo. Sejam ~(t) = e’ e

y2(t) = e~ t € [0,7], ambas de 1 a —1.

7

Y2

Temos

dz T jelit T _je i
/ 7_/ EX ) ;é / —:/ n dt:—ﬂ'i,
m Y2 % o e’

logo 71 e 72 ndo sdo homotodpicas em C\ {0}.
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Exemplo 18.9. C\ (—o0, 0] é simplesmente conexo.

Exercicio 18.10. Prove!

Teorema 18.11 (Cauchy). Se Q é simplesmente conexo e f: Q@ — C €
holomorfa, entdo

(1) f admite uma primitiva em €2;

(2) [, f(z)dz =0 para toda curva fechada v C Q.

Demonstracdo. Fixe zy € Q) e defina

onde v é uma curva qualquer de zg a z. F estd bem definida pois Q é
simplesmente conexo (pelo teorema anterior). F' é uma primitiva de f pois

F(z+h)—F(z) 1

h " e flw) dw
¢ 1 1
b f@dw =g [ () S dw 1),
1< ($0Ppuy— < | F (@)= £ (2)]) |
como no teorema analogo em discos. O
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Aula 19

20) O logaritmo complexo

Queremos uma funcdo inversa de e*. Se z = re'?

definir

, com r > (0, é natural

log(z) def log(r) + 6, (%)
onde log(r) = In(r) é o logaritmo real usual.
Problema: 6 = arg(z) nao é tnico (" = ¢0+2™) ¢ 7).
. Mas, dado zg = rpe’® e impondo que § = arg(z)
i ) deve variar continuamente em fungao de z, é possi-
| | vel determind-lo de maneira inica numa vizinhanca

. 20 U,’l suficientemente pequena U de zy (com a “condigao
R inicial” arg(zo) = o).

Basta que U seja simplesmente conexo! Uma fungéo log: U — C como
em (), definida com a escolha de § = arg(z) acima, é dita um ramo do
logaritmo.

Observagao 19.1 (Explicagao topolégica). A aplicagao exp: C — C* é um

recobrimento! Existem inversas locais em abertos simplesmente conexos:

C
log //7 lexp

-
-

U —— CX

Teorema 19.2. Seja  C C simplesmente conexo, com 1 € Q e 0 ¢ (.
Entio existe um (unico) ramo do logaritmo F(z) = logg(z) em Q tal que:

(i) F: Q — C ¢é holomorfa;
(i) e¥'?) = 2 para todo 2z € Q;

(iii) F(r) =log(r) para todo r € R suficientemente prozimo de 1.

Demonstragao. Construimos F' como uma primitiva de 1/z:

d
F(z)= [ =2
’y w

onde v é qualquer curva de 1 a z em 2. A funcdo F estd bem definida pois
Q2 é simplesmente conexo, e F'(z) = 1/z. Isto mostra (i).

Para (ii), note que

%(ze_F(Z)) =G 2P (2)e7 ) = 0.
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Como Q é conexo, ze F(?) ¢ constante. Mas F(1) = 0, logo ze F(?) =1
para todo z € €.

O item (iii) segue de / dr = log(r). O
1z

Definic¢ao 19.3. O ramo principal do logaritmo é a fungio log(z) = logg(2)
em Q=C\ (—o0,0].
0

Lema 19.4. Para z € C\ (—00,0], temos log(z) = log(r)+i6, onde z = re

e 6 é o unico elemento de (—m,7) tal que z = re'?.

Demonstragio. Se z = re'® com || < 7, considere o caminho que vai de 1 a

r pelo eixo real e depois de 7 a z pelo arco de circulo 7,:

Logo,

, 0 ;rpit
log(z) = de + / % = log(r) +/0 zreit dt = log(r) + 6. O
U

1 T re

Observagao 19.5. Em geral, log(z122) # log(z1) + log(z2). Por exemplo, se

21 = 29 = €27/3 entfio 212y = e¥/3 = ¢727/3 o
2mi , 2m 2mi
log(z122) = ——— # —— + —— =log(21) + log(22).
3 3 3
Exemplo 19.6. Em D;(0), temos
2 3

“Liy (2)”
pois

1

(—log(l—z))/:17:14—2'4—22—1—--- e —log(1—0) =0.

Definigcao 19.7. Se a € C, definimos

SO — @ log(z)

em C\ (—o0,0].
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Observacio 19.8. Todo ramo do logaritmo dé origem a um ramo de z®. A

funcao acima é o “ramo principal de z®”.

Exemplo 19.9. it = ¢!108() = ¢i(im/2) — ¢=7/2,
Exemplo 19.10.

Zl/2 _ e%log(z) _ e%(log(r)—f—i@) _ \/77610/2’ 0 c (—71’,71’).

Teorema 19.11. Se Q é simplesmente conexo e f: Q — C* é uma fun-
¢do holomorfa que ndo se anula em nenhum ponto, entdo existe g: 3 — C
holomorfa tal que

f(z) = 9.

(Denotamos g = log f e dizemos que g é um “ramo do logaritmo de f” em

Q.)

Observagio 19.12. Em diagrama:

Q/TMCX

Demonstragdo. Tome zg € Q2 e defina

g(z) = /7 fw) dw + c,

f(w)
onde v é uma curva de zp a z em 2 e ¢ é tal que e = f(zp). O resto é
analogo a demonstragao do teorema anterior. O
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Aula 20

20) O logaritmo complexo (cont.)

Aplicagoes (sem detalhes). Lembre que
o
I'(s) = / e %z du, Re(s) > 0,
0

onde a integral é sobre a semirreta [0,00). Considere o contorno de Hankel
v =1 + 2 + 3 (infinito!):

2 \ Y1

e a integral

I(s) = [/e‘z(—z)s_l dz,

onde (—z)5~1 = e(s=D10&(=2) ¢ o ramo principal (“real quando z € (—o0,0)”).
Trata-se de uma fungao inteira! (A integral converge para todo s € C.)
Escrevemos

I(s) = Ii(s) + I2(s) + I3(s), onde I;(s) = / 6*2(_2)571 d.
v
Se z € 71, entdo arg(—z) € (—m, —7/2). Se £,0 — 0, entdo arg(—z) —
—1, € portanto
log(—z2) = log|z| + i arg(—z) — log|z| — im

(no limite, z = |z| > 0). Analogamente, se z € 73, entdo log(—z) —
log|z| + im.

Seja s € C com Re(s) > 0. Fazendo €, — 0 em I(s), que nao se altera
pelo principio da deformacdo de caminhos, obtemos:

0 ' ' ‘
is) — [ emmele s g = - L () = =TI s),
Ir(s) — 0 (pois |Io(s)| < 6 - gRe(e)=1 = gRe(s) _, (),

13(5) SN / e—ze(s—l)(log(x)—i-m) dr = e(s—l)iw F(S) _ _esiw F(S).
0
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iz __ ,—1z
Logo, lembrando que sen(z) = <=5,

I(s) = (e7™ — e5™MT(s) = —2isen(ws) T(s),

isto é,
M) = 5 [ 5 (=) 1
o= 2isen(7s) 76 ‘ -

A féormula a direita vale em todo s € C fora das singularidades e fornece
outra demonstracao da continuacio analitica de I'.

Agora considere a funcdo inteira

J(s) :/7(_2)81dz,

e —1

onde o raio d do contorno de Hankel é menor que 27, de modo que os polos
+27i ficam de fora:

271
—2m
Se Re(s) > 1,
e ”? =
I = [ de = [ (L) de
¥ l—e™ gl (nzz:l )
= Z / e " (—2)* 1 dz (nz = w)
n=1""7
i 1 —w s—1
= Z —~ / e (—w)* " dw (n~y: outro contorno de Hankel)
n=1 ny
= —2isen(ws) ['(s) ((s).
Isto é,

_ 1 (_Z)sfl
¢s) = ~ 2isen(ms) T(s) [y er—1 4z,

e o lado direito fornece a continuagao analitica de (.

Seja C' uma “fechadura” da forma abaixo, percorrida no sentido positivo:
ela é formada pelo circulo C'(0, R) e pela parte de v~ dentro dele.
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Pelo teorema dos residuos,

(—2)°! . (=2)*! , - s—1
/ F— dz = 271 Z Res,—orin ek 27 Z (—2min)* .
¢ &= 0<|27n|<R “ - 0<n|<£

Se Re(s) < 0, entao

_\s—1
/ (=2) dz R, 0
coR) €*—1

(tomando, por exemplo, R = (2N + 1)m, N — oo, para que 1/(e* — 1) fique
limitada em C(0, R)). Logo, fazendo R — oo (e lembrando que C' contém
~~), obtemos

/ (-2 dz = —i(2m)* i nSt((—)5 i)
1 ;
v n=1

e? —
(+)

onde
(x%) = 1(zs — (=9)°) = z(ei”/2 —eTims/2) = QSGD(E>
) 21 2/

Como o lado esquerdo é —2isen(ms) I'(s) ((s) e 3,51 n* "t = (1 —s), obte-
mos
sen(ms) I'(s) (s) = (2m)° ((1 — s) sen(ws/2),
para Re(s) < 0 e, por continuagao analitica, para todo s. Equagao funcional
de ((s)!
Se £(s) = m~%/2T(s/2) ((s), entdo

§1—s)=---=£(s)

(UseI'(1/2) = /7 e a “férmula de duplicagdo de Legendre” I'(2)I'(2+1/2) =
21-22 /7T (22).)
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Aula 21

21) Aplicagoes conformes

Definicao 21.1. Dois abertos U,V C C sdo conformemente equivalentes se
existe uma funcao holomorfa bijetiva f: U — V, dita aplicacio conforme
(de U em V).

Exemplo 21.2. Sejam H = {z € C : Im(z) > 0} e D = D;(0). Defina a
transformacdo de Cayley

fiH—D, zl—>Z_Z,.
zZ+1
Temos f(z) € D pois z e H= |z —i| < |z +1].
H 7 D
f /! \
—_— : 00 |
Note que
1
FLD S H,  wes it
1 —w

¢é holomorfa. De fato,

Z—1

Z+1

=w <= z—i=w(z+i) <= (1—w)z=1i(1+w).

Proposigao 21.3. Uma aplicagio conforme f: U — V satisfaz f'(z) # 0
para todo z € U. Em particular, f é um biholomorfismo (isto €, sua inversa
¢ holomorfa) e f=1 também é uma aplicagdo conforme.

Demonstragio. Por contradi¢ao. Se f'(z9) = 0 para algum zg € U, entdo
f(2) = f(20) +a(z — 20)* + G(2)

para todo z perto de zg, onde a # 0, k > 2 e G tem um zero de ordem
> k41 em zy. Para w suficientemente pequeno, escreva

f(2) = f(z20) —w = F(2) + G(2),

onde F(z) = a(z — z)¥ —w. Como |G(z)| < |F(z)| perto de z (pois
lim, ., G(2)/F(z) = 0) e F tem pelo menos dois zeros se w é pequeno,
f(2) = f(z0) — w também tem dois zeros, pelo teorema de Rouché.
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(Mais precisamente: lim,_,., G(z)/a(z —20)*¥ = 0 implica |G(2)| < |a(z—
20)*| em algum circulo C' = C,(z9) C U. Tome

0 < w| < min(la(z = 20)"] = |G(2)])-

Logo,
|G(2)] < |a(z = 20)*| = |w| < |F(2)] em C.

Além disso, como |w| < |a(z — 20)¥| = |a|r* em C, a equacdo F(z) = 0 tem

k solugdes em D, (zg): se z € C satisfaz a(z — 20)* = w, entdo

la] |z — zo\k =|w| < ]a|7“lc = |z—20| <)

Como f'(z) # 0 para todo z # zp préximo de zg, segue que as raizes de
f(2) = f(z0) — w sdo distintas. Mas isto contradiz a injetividade de f! Isto
mostra que f’(z) # 0 para todo z € U.

Seja g = f~1. Tome wy = f(20) €V e w = f(z) € V perto de wy. Se
w # wg, entao

g(w) — g(’LU()) _ 2 — 20 220 1
w — wy f(z) = f(20) f'(20)
Logo g é holomorfa e ¢'(wo) = 1/f'(20). (Note: w — wy <= z — 2z, pois
g é continua pelo teorema da funcdo inversa.) O

Definicao 21.4. Uma aplicagado do tipo

az+b (a b

T:S S _— L
—_— D, ot d’ d) edG Q(C),

onde S = CU {oo} é a esfera de Riemann, é dita transformagio de Mobius
(em inglés, “fractional linear transformation”).

Observagdo 21.5.

0
e T(c0) = lim T(z) = lim az—i—b_l, a—i—b/z_{a/c, ¢#0,

= lim =
2—00 z—o0 cz +d z~>ooc-|-d/z 00, c=0.

e Sec#0,T(—d/c) = .

Exercicio 21.6. Mostre que toda transformacao de Md&bius é um biholo-
morfismo S — S e que

poracr—aw, (2 9] (oo

é um isomorfismo de grupos, onde Aut(S) é o grupo dos biholomorfismos de
S em si mesmo.
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=1
z+z
leva o semidisco superior no primeiro quadrante:

Exemplo 21.7. A transformacao de Cayley z +— . leva o semiplano

1+z

superlor no dlSCO ez —

-~ I
2t N 1+2 ‘
2+t \ -7 RN 1-z I
—_— | y N —>
\ 4 / \ I
,,,,,,,,,, A y | L

Exemplo 21.8. Sejam 2 = C\ (—ioco,i0] (o plano sem a semirreta imagi-
naria negativa fechada) e

f(z) =logq(z) = log(r) + 6, z=re?, —Z <0< .

-——--o0

Entao f induz uma equivaléncia conforme entre H e a faixa {w € C: 0 <
Im(w) < 7}, com inversa exp. O semieixo real positivo vai na reta Im(w) = 0
e o semieixo real negativo (percorrido de —oo a 0) vai na reta Im(w) =«
(percorrida de 400 a —o0):

H /i\ ________ S o
\_/
R L exp  ---------- S 0
a 0 b b

(Na figura, a = (—00,0) e b = (0,00) indicam os pedagos do bordo e suas
imagens.)

“ b

Observagao 21.9. A projecao de Mercator um logaritmo complexo:

meridiano
S$2\ meridiano —"—— C\ (-
1
l

{z:|[Imz| <7}

I

S

Aqui 7 é a projegao estereografica, e a projecdo de Mercator é a composigao
(a menos de normalizagao).
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Observagdo 21.10. Para belas visualizagdes do logaritmo complexo como
transformagao conforme, veja o video How (and why) to take a logarithm of
an image, do canal 3BluelBrown (2026), disponivel em

https://www.youtube.com/watch?v=1dxFjLJ3rVY

O video também explica como o logaritmo complexo permite “decodificar”
a litografia Galeria de gravuras (Prentententoonstelling, 1956), de M. C. Es-

cher.

93


https://www.youtube.com/watch?v=ldxFjLJ3rVY

Aula 22

22) O disco

Lema 22.1 (Schwarz). Seja f: D — D holomorfa com f(0) =0. Entao:

(i) |f(2)| < |z| para todo z € D (“contragio”);

(ii) se existe zo € D\ {0} com |f(z0)| = |z0|, entdo f € uma rotacio
(z+€Y2);

(iii) |f'(0)] <1 e, se a igualdade ocorre, entio f é uma rotagio.

Demonstragio. Escreva f(z) = a1z + a2z + azz® +--- em D (note que
ap = f(0) =0). Assim, f(z)/z tem singularidade removivel em 0.

Se |z| = r < 1, entao

1
LCTRICIE
z r T
Pelo principio do médulo méaximo,
z
’f() < - Vz € D,-(0).
z r
Fazendo r — 17, obtemos
’f(z) <1 Vz € D. (%)
z
Isto mostra (i).
Para (ii), basta notar que, se |f(z0)| = |20|, entdo |f(z)/z| atinge um
maximo em zq e, portanto, f(z)/z é constante, digamos f(z) = cz. Mas
|f(20)| = || |z0| implica |¢| = 1 (i.e., ¢ é da forma e%).

Para (iii), seja g(z) = f(z)/z. Note que
9(0) = a1 = f'(0).

Logo [f/(0)] = [g(0)] < 1 por (x). Se |f'(0)] = [g(0)] = 1, entdo g atinge
seu méximo em 0, logo é constante, e segue como em (ii) que f é uma
rotacao. [

Definicao 22.2. Uma aplicacdo conforme f: Q — Q é dita um automor-
fismo de Q. O conjunto dos automorfismos Aut(2) é um grupo (com a
€omposicao).

94



Observagdo 22.3. Uma equivaléncia conforme nao é tnica: se log e f sao
duas equivaléncias conformes de C\ (—o0, 0] sobre a faixa {w : |Imw| < 7},
entdo elas diferem por um automorfismo da faixa, f = (f olog™!) o log.
Como a faixa é conformemente equivalente ao disco, isto nos leva a estudar

Aut(D).

0

Exemplo 22.4 (Rotagdes). Ry: z +— €z é um automorfismo de D, com

R,' =R_,.
Lema 22.5. Para todo a € D,
a—z

va(2) = € Aut(D)

1—az

(“fator de Blaschke”).

Demonstragio. p, é holomorfa (numa vizinhanga de D), pois 1 — @z # 0
para todo z € D.

Se |z| =1, entdo z = ¥ e
) o — ei@ a— ei@
vale) = T = g
1 —@et e (e~ — @)
e —a e e —a
= —€ g = ¢ .
e W -« et — o

Logo |pa ()] = 1. Isto é, p, (0D) C dD. Pelo principio do médulo méximo,
temos
lpalz)| <1 VzeD,

isto é, po(D) C D. Finalmente,

a—z
a_
_ a—wa(z) _ 1—az
((pOé O(p()é)(z) - 1 _a@a(z) - 1 _5 o — 2z
1—-az
L a(l-az)—(a—2) (1—|a})z
C(l-az)—ala—z) 1—l|a2
Logo ¢, ¢ um automorfismo de D com ¢! = ¢, (involucio). O
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Observagio 22.6. As ¢, também sdo chamadas de automorfismos involutivos
do disco.

Propriedades importantes de q:
e (p troca 0 e a:

va(0) =« e vala) = 0.
e Se p: D — D satisfaz ¢(a) = a, entao

Y = a0 PO Pa

satisfaz ¢ (0) = 0. (“Normalizagado” para trocar o ponto fixo de a para
0.)

Teorema 22.7 (Automorfismos do disco). Se f € Aut(D), entdo existem
0 eR eaecD tais que

a—z

flz) =€ = (Rg 0 ¢a)(2).

1 —a@z

(v é inico e 6 é unico mddulo 2m.)

Demonstragio. Como f € Aut(D), existe um tnico o € D tal que f(a) = 0.
Seja g = f o yq. Entao g(0) = 0 e, pelo lema de Schwarz,

l9(2)| < 2| VzeD.
Como g € Aut(D), entdo também vale que g~1(0) =0 e
197 (w)] < |wl YVw € D. (xx)
Tomando w = g(z) em (*x), obtemos
2l <lg(z)]  VzeD.

Dali, concluimos que |g(z)| = |z| para todo z € D e, neste caso, o lema de
Schwarz implica que g(z) = ¢’z para algum 6 € R. Logo,

f=1F0°¢a0opa=gops=Ryopa. O
Observagdo 22.8. O grupo unitdrio indefinido é

U(m,n) ={A € GLnn(C) : (Av, Aw),, ,, = (v,w),,,, Yv,w € cmtny,

n

onde

<U, w>m,n =01W1 + -+ UnWm — Um41Wm+1 — *** — Um+nWm+n-
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Seja também SU(m,n) = SLy1,(C) NU(m,n). Explicitamente,

SU(1,1) = {(g g) € GLy(C) : a,p € C, |o¢|2 — ’/8|2 = 1} )
O mapa
GLy(C) ———— Aut(S)
T T
SU(1,1) ——— Aut(D)

Y g meren o3

Z+a

é um morfismo de grupos e induz um isomorfismo

PSU(1,1) = Aut(D).
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Aula 23

22) O disco (cont.)

Observagio 23.1. O grupo

SLy(R) = {(Z Z) € GL2(R) : ad — bc = 1}

ageem H={ze€ C:Imz > 0} via
a b az +b
<c d) T etd
(Verifique que Im((az+b)/(cz+d)) > 0.) Isto induz um isomorfismo (prove!)
PSLy(R) — Aut(H).

(Em particular, PSU(1,1) = PSLs(R).)
Exercicio 23.2. Calcule Aut(C).

S D C
PGLs(C) PSU(1,1) ?

23) O teorema da aplicagdo de Riemann: enunciado

Quais abertos 2 C C sao conformemente equivalentes a D?

Exemplo 23.3 (Nao trivial). Serd que um retangulo (aberto) é conforme-
mente equivalente ao disco?

Seja k€ (0,1) e
w

z d
z) = ,
1) /0 V(I = w?2)(1 - k2w?)
definida em H, onde a integral é sobre um caminho em H de 0 a z (exceto pelo
ponto inicial) e usamos o ramo de /(1 — w?)(1 — k2w?) que toma valores
em (0,00) se w € (—1,1).
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Teorema 23.4. f é uma aplicacdo conforme de H no interior do retangulo
de vértices — K, K, K+ K', —K + K', onde

w dw

1 d . 1/k
K:/o N _/1 N D)

(K' é puramente imagindrio).

—K+ K’ K+ K’

Integrais elipticas!

Condigoes necessarias. Condigoes necessarias em 2 (aberto de C) para
a existéncia de uma aplicacdo conforme F': 2 — D:

(i) Q # C: se Q = C, entao I é constante pelo teorema de Liouville;

(ii) € é simplesmente conexo: pois F' é um homeomorfismo.

Surpreendentemente. . .

Teorema 23.5 (da aplicagdo de Riemann). Se Q@ C C é um aberto sim-
plesmente conexo e zy € (), entdo existe uma unica aplicacio conforme
F:Q — D tal que F(29) =0 e F'(29) > 0.

Corolario 23.6. Quaisquer dois abertos simplesmente conexos # C sdo
conformemente equivalentes.

Observagdo 23.7. A “demonstracao” original de Riemann usa o “principio de
Dirichlet” (construcao de fungdo harmonica via minimizagao de um “funci-
onal de energia”; principio variacional). A demonstragdo padrao atual (que
remonta a Koebe, Carathéodory, Fejér e F. Riesz) usa familias normais e o
teorema de Montel. Voltaremos ao ponto de vista de Riemann na Observa-
cao 27.4.
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Ideia.

e Considere a familia F de todas as fungoes holomorfas injetivas f: 2 —
D com f(z9) = 0. (E preciso mostrar que ela nao é vazial)

« Mostre que existe F' € F que maximiza |F”(z)|.

o Mostre que F(2) = D.

« Multiplique por um e apropriado.
Unicidade. Se F. F:Q — D sio aplicagdes conformes com F(z) =
F(z0) =0e F'(20), F'(20) > 0, entdo H = Fo F~! € Aut(D) com H(0) = 0,

logo H(z) = €z para algum 6 € R (pelo teorema dos automorfismos do
disco). Mas

¢ = H'(0) = F'(F~1(0)) (F~1)'(0) =

isto é, F' = F.
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Aula 24

24) O teorema de Montel

Denotamos por O(£2) o conjunto das fungdes holomorfas em 2 C C aberto.

Definicdo 24.1. Uma familia F C O(Q) é dita uma familia normal se
toda sequéncia em F tem uma subsequéncia que converge uniformemente
em compactos de 2.

O limite nado precisa estar em F! (Uma familia normal é “pré-compacta”:
tem fecho compacto.)

Definicao 24.2.

o F é uniformemente limitada em compactos se, para todo compacto
K C Q, existe M > 0 tal que || f||x < M para toda f € F.

o F é (uniformemente) equicontinua em um compacto K C (Q se, para
todo € > 0, existe d > 0 tal que

zzwe K, |z—w|<d = |f(z) = flw)] <e VfeF.

Exemplo 24.3. A familia 7 = {f,(2) = 2" : n € N} C O(C) nao é
uniformemente limitada em compactos de C (mas é uniformemente limitada
em compactos de D).

F néo é equicontinua em K = [0,1]: se zg € (0,1), entdo
D) = Fulo)] = [1 ] —— L.

Teorema 24.4 (Montel). Se F C O(Q) é uniformemente limitada em com-
pactos, entao

(i) F é equicontinua em todo compacto de §2;
(i) F é uma familia normal.
Demonstragdo do teorema de Montel. Seja K C ) compacto e tome r > 0

tal que D3, (2) C Q para todo z € K. Sejam z,w € K com |z —w| < r. Pela
férmula integral de Cauchy;,

1 1 1
@ -ty =5 [ 10 (e - )
Note que, para ¢ € 0Da,(w),

1 ‘ |z — wl e —wl |z — w|
C—Z (—wl [C=2ll(—w] [C—22r ~ 272 7

pois [( —z| 2 [ —w|—|w—z2|>2r—r=r1.



Logo,
— M
15— S < o dmrar B My
C

onde M é uma cota uniforme para F no compacto {¢ € Q: d(¢, K) < 2r}.
Logo,

|f(2) = f(w)] < Clz — w Vz,we K com |z —w| <reVfeF.

Isto implica que F é equicontinua em K.

Para mostrar que F é uma familia normal, seja ( f,), uma sequéncia em
F e escolha uma sequéncia (w;); densa em €.

Como (fn)n € uniformemente limitada em compactos, (fn(w1)), €
limitada e, portanto, existe uma subsequéncia (f, 1), de (fn)n tal que
(fn,1(w1))n converge. De (fy.1)n, podemos extrair uma subsequéncia (fy 2)n
tal que (fpn2(ws2)), converge. Indutivamente, extraimos uma subsequéncia
(fnj)n de (fnj—1)n tal que (fpj(w;))n converge.

Tome g, = fnn (“subsequéncia diagonal”). Note que (g, (w;))n converge
para todo j: de fato, {gn}n>; C {fn,j}n-

(fa)n: fir  feq fzr fan

U

(fr2)n: fiz  fap  fz2 o fao
U

(fn3)n: fizs  fo3 f3z fa3
U

(frd)n: fia  fou  f34 faa

(Gn)n: fir fee  faz faa
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Seja K C Q um compacto. Fixe p > 0 tal que K’ = {2z € C: d(z, K) <
p} CQ; K’ é compacto. Dado £ > 0, seja § € (0, p] tal que

zwe K, |z—wl<d§ = |f(z) - f(w)|<e VfeF.

Para algum jy € N, temos K C Ds(w;1)U---UDs(wj,), e podemos descartar
os discos que nao intersectam K, de modo que os w; restantes estao em
K'. (De fato, pela densidade, todo z € K estd em algum Ds(w;); por
compacidade, finitos desses discos cobrem K.)

Tome ng > 0 tal que, se m,n = ng, entao
|gm(wj) — gn(wj)| <& Vj=1,...,jo.

Logo, se z € K, entéao z € Ds(w;) para algum j € {1,...,jo} (com w; € K’)
e vale

|9n(2) = gm(2)| < |gn(2) — gn(“’j)‘ + ‘gn(wj) - gm(wj)’ + ‘gm(wj) — gm(2)|
< 3e

para todos m,n > ng. Isto mostra que (g,), é uniformemente de Cauchy,
logo converge uniformemente, em K. O

Observagdo. No livro de Stein e Shakarchi, a demonstracao usa uma ezaus-
tdo de €2: uma sequéncia de compactos K1 C K9 C --- C Q com K,, C IQ(nH
e tal que todo compacto K C € esta contido em algum K,,. Todo aberto 2 C
C tem uma exaustdo, por exemplo K,, = {z € Q: d(2,09) > 1/n} N D,(0).
L&, a subsequéncia diagonal é extraida de modo a convergir uniformemente
em cada K,. Aqui ndo precisamos disso: a subsequéncia diagonal é esco-
lhida a partir de um conjunto denso, independentemente do compacto, e
a equicontinuidade garante a convergéncia uniforme em qualquer compacto

K.

25) Demonstragao do teorema da aplicagdo de Riemann

Proposicao 24.5. Se Q C C € conexo e (fn)n € uma sequéncia de fungoes
holomorfas f,: Q0 — C injetivas que converge uniformemente em compactos
de Q para f: Q — C, entdo f € injetiva ou constante.

Demonstragao. Se f nao é injetiva, tome 21 # zo € Q tais que f(z1) = f(z2).
Defina uma nova sequéncia

gn(2) = fn(2) = fu(21)-

Como f, é injetiva, o tdnico zero de g, é z;. Note que (gp), converge
uniformemente em compactos para g = f — f(21), que se anula em 2.
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Se g # 0, entdo z9 é um zero isolado de g (2 é conexo!). Logo

1 g (w)

2mi Jop g(w)

dw=Fk>1 (k = ordem do zero),

se D é um pequeno disco centrado em 2o (com D C Q, 21 ¢ De g # 0
em D\ {23}). Logo 1/g, — 1/g uniformemente em dD e, como g/, — ¢’
uniformemente em 0D, concluimos que

1 /
S O C)
271 Jop gn(w)
Absurdo! Portanto g = 0, isto é, f é constante. O
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Aula 25

25) Demonstracdo do teorema da aplicagdo de Riemann
(cont.)

Lembremos o enunciado que queremos demonstrar.

Teorema (da aplicacdo de Riemann). Se Q C C é um aberto simplesmente
conexo (ndo vazio), entio 2 é conformemente equivalente a D.

Demonstragdo. Passo 1. Afirmacdo: 2 é conformemente equivalente a um
aberto contido em D que contém a origem.

Tome « ¢ Q (existe, pois 2 # C). Logo z — a néo se anula em 2. Como
) é simplesmente conexo, existe um ramo

f(z) =log(z — a) € O(N).

Note que f é injetora, pois tem inversa (f~'(w) = e¥ + a).

Tome zp € (2 e observe que
f(2) # f(z0) +2mi vz e Q\{z0},

pois, se z # zg,
2o = ef (%) = of () +2mi £ — o f(2),

Podemos dizer mais: existe um disco D centrado em f(zg) + 27i tal que

DN f(Q)=0.

Caso contrario, existiria uma sequéncia (zp), em Q tal que f(z,) ——
f(20) + 2mi (considere discos de raio 1/n). Logo,

o = o)y ofo)¥2mi _

o que implicaria (por continuidade de f) que f(z,) — f(z0). Absurdo (pois

f(z0) # f(20) + 2mi).
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Finalmente, considere

1
F(z) = —, Vz € Q.
f(z) = (f(z0) + 277)
Note que F' é holomorfa e injetora e, portanto, define uma aplicagdo con-
forme F': Q — F(f2), onde F(Q2) é aberto. Além disso, F(Q2) é limitado,
pois

DNf(Q)=0 = |f(2) — (f(z0) +2mi)| =1 VzeQ,
onde 7 ¢é o raio de D; logo F'(Q2) € Dy ,.(0).

Agora basta escolher a,b € C convenientes tais que a + bF'(2) C D e
0 €a+bF(Q). Entdo F = a + bF é a aplicacdo conforme procurada.

Passo 2. Pelo Passo 1, podemos supor que 2 C D, com 0 € €.

Seja F a familia das fungbes holomorfas injetoras f: €2 — D tais que
f(0) = 0. Note que F # (), pois z € F (a identidade). A familia F é
uniformemente limitada, pois | f(2)| < 1 para todos f € F e z € Q.

Queremos encontrar f € F que maximiza |f’(0)|. Pela desigualdade de
Cauchy, para toda f € F,
1

POl < L s ()<
z€CR(0)

)

o=

onde R > 0 é tal que Dg(0) C Q.

Seja s = sup e £|f'(0)] € (fn)n uma sequéncia em F tal que | f,(0)] 7,

s. Pelo teorema de Montel, (f,), admite uma subsequéncia que converge
uniformemente em compactos de 2. Seja f o limite.

Como s > 1 (pois z € F) e |f(0)] = s, f ndo é constante. Pela propo-
sigdo vista na aula passada (um limite uniforme em compactos de fungoes
holomorfas injetoras é injetor ou constante), f é injetora.

Por continuidade, |f(z)| < 1 para todo z € Q. Pelo principio do médulo
méximo, |f(z)| < 1 para todo z € Q. Como f(0) = 0, concluimos que
feF.

Passo 3. Resta mostrar que f(€2) = D.

Suponha que existe « € D\ f(€2) e considere o automorfismo

Ya(z) =

1-—az

a—z

de D. Como Q ¢ simplesmente conexo, U = (o 0 f)(©2) C D também é.
Note que 0 ¢ U. Logo, podemos definir um ramo da raiz quadrada em U:

g(w) = vw = ezlos),

Afirmagao: F'= 14y 0gotq o f € F. Com efeito:
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o« FeO(Q);
o F(0) = Yg(a) (9(1a(f(0)))) = Yy() (9(¥a(0))) = Yy (9(a)) = 0;
« F() €D (pois jw| < 1= [g(w)] <1);
« F éinjetora (g é injetora, pois ¢(w) = w).
Se h(w) = w?, entdo
f:z/};lohowg—(}x)oF:MF.
—_—

Note que (D) C D e ®(0) = 0, mas ® nao é injetora (pois h ndo é). Como
® ndo é uma rotagio, segue do lema de Schwarz que |®'(0)] < 1. Mas

|/(0)] = @(0) F(0)] < [F"(0)],

o que contradiz a maximalidade de |f/(0)]. O
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Aula 26

26) Fungoes harmonicas

SejaQ CCZ R2 um aberto.

Defini¢dao 26.1. Uma funcio f: Q — C de classe C? é harmonica se Af =

0, onde
0? 0?
~ o2 T op

¢é o laplaciano.

Note que A é um operador real em C2%(Q; C). Em particular, A preserva
C*;R) e

f=u+iv: Q@ = C é harménica <= u,v: {1 — R sdo harmonicas.

0? 0?
Lema 26.2. A = 48z32 = 48287;'
Demonstragdo.
0? o .0 o .0
to: = (or iay) (s +igy)

0 . 0? 0? 0? o 9?

=02 'ozoy 'oyox 02 022 o2

O

Corolario 26.3. Toda fungdo holomorfa é harmoénica. As partes real e
imagindria de uma funcao holomorfa séo harmoénicas.

Demonstragdo. Ja vimos que uma funcdo holomorfa f é de classe C*° e
0,

satisfaz 52 = 0 (equagdes de Cauchy-Riemann). Logo,
0 ,0f
Af=4—(==)=0.
/ 0z (82) 0 =

Exemplo 26.4. A fungao log|z| = log /2% 4+ y? é harmonica em C \ {0}
(pois é, localmente, a parte real de um ramo do logaritmo).

Teorema 26.5. Se (2 é simplesmente conexo, toda funcdo harmonica real
u: Q@ — R € parte real de uma fung¢io holomorfa f: Q — C (u = Re(f)).

Demonstragdo. Como u é harmonica, temos
0 (0u

0=Au=4—(—).

0z ( 0z )
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Logo, % ¢ holomorfa, pelas equagoes de Cauchy—Riemann. Como 2 é

simplesmente conexo, 22—;‘ admite uma primitiva F' (por exemplo, F(z) =
I 2%(111) dw). Isto é, F' é holomorfa e satisfaz

OF ou ou
R Y F=22"d-.
0z 0z — d 0z dz
Como u é real, o
oF ou — ou _
Logo, o
F+F ou ou _
F — = — —_— = .
d(Re(F)) = d( : ) 5, 02+ 5 dz=du
Isto implica que existe C' € R tal que
u=Re(F)+ C.
Tome f=F 4+ C. O

Corolario 26.6. Toda fung¢io harmoénica é de classe C*° (na verdade, ana-
litica).

Demonstragao. Localmente (em discos), ela é parte real (e imagindria) de
fungodes holomorfas. O

Corolario 26.7 (Teorema do valor médio). Se u:  — R ¢é harmonica e
D.(z) C Q, entdo

1

2 .
%/0 u(zo + re®) do.

u(z0) =

Demonstragio. Seja R > r tal que Dg(z9) C Q. Se f € O(Dgr(z0)) é tal
que u = Re(f), entdo, pela féormula integral de Cauchy,

1 f(2)
f(z0) = 27Ti/(9DT(zo) P, dz

1 2 .
= — f(z0 + re™) do.

21 Jo
Agora basta tomar a parte real de ambos os lados da equagao. ]

Corolario 26.8 (Principio do maximo). Se Q é conexo e u: Q — R € uma
funcdo harménica que atinge um mdximo em 2, entdo u € constante.

Isto segue do corolario anterior, mas também é possivel demonstra-lo
usando func¢bes holomorfas.
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Demonstragao. Seja zg € Q tal que u(z) < u(zp) para todo z € Q, e seja
S={ze€Q:u(z) =u(z)} #0.

S é fechado em €). Sejaw € S e U C 2 uma vizinhanga convexa de w tal que
u = Re(f), com f € O(U). Entao |e/| = e* atinge um méximo em w. Pelo
principio do médulo méximo para funcdes holomorfas, el (e, portanto, u) é
constante em U. Isto mostra que S é aberto. Como €2 é conexo, S = . [

27) O problema de Dirichlet e o niicleo de Poisson

Seja © C C um aberto conexo e ¢: 92 — R continua (ou, mais geral-
mente, apenas continua q.t.p.). E possivel estender ¢ a uma func¢ao continua
u: Q@ — R tal que ulg é harménica?

Proposicao 26.9. Se Q ¢é limitado, a solugdo do problema de Dirichlet é
unica, se existir.

Demonstragdo. Se u1 e ug sdo duas solugdes do problema de Dirichlet, entao
u = u; —ug é uma funcdo continua em €2 tal que u|sq = 0 e u|qg é harménica.

Como ) é compacto, v atinge um méaximo em algum ponto zy € §. Se
u(zp) > 0, entdo zy € €. Pelo principio do maximo, u é constante, o que
contradiz u|spn = 0. Isto mostra que u < 0 em §.

Repetindo o mesmo argumento para —u, mostramos que u > 0 em €.
Logo, u = 0. O

Definig¢ao 26.10. O nicleo de Poisson é a fungao
1+ rett it
Pr(t) = Re (m), re’ € ]D),

1—r2 1—r2

- |1 —ret|2 1 —2rcos(t) + 72’

Ela é par, positiva, 2m-periédica e decrescente em ¢ € [0, 7]; além disso,
para t ¢ 277, lim,_,1 P.(t) = 0.
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Série de Fourier:

P.(t) = Re ((1 + reit) i r"emt) = Re (1 +2 i Tneint>

n=0 n=1
e¢] oo ) )
=1+2> r"cos(nt) =1+ r"(e"™ +e ™)
n=1 n=1
[e.9]
_ Z r\n|eint.
n=—00

Teorema 26.11. Seja ¢: 0D — R uma funcao continua. Entdo
1 2m . .

up(2) = Py P.(0 —t) p(e™) dt, z=re? €D,

™Jo

€ a solugdo do problema de Dirichlet em D (estendendo u, por ¢ em OD).

Esbogo da demonstracao. e U, € harmonica em D, pois
1 2T 1 _|_ rei(eft) it
1 2m eit _i_,reia it
= Re (%/(] pr—— o(e )dt)
1 w+ z dw
=Re (g [ ew) ).

e a integral acima é uma fun¢do holomorfa de z.

1 2
o Fato: by / P.(t)dt =1 (pela série de Fourier).
™Jo

Se z — 2y = €% ¢ 9D,
1 2m it 6o
uo(2) = ple0) = 5= [P0 = )(ple™) = p(e™) d

ot
= — + s
27T( |t—60|<5 \t—eo|>6)

onde integramos sobre um intervalo de comprimento 27 centrado em

Bo.
. ‘ 1
() lt=0l <8 = lp(et) —p(e) | <e = |5 [
27 J|t—6o|<5

(ii) [t—00| =6 = |t—0| =3 (se|0—6o| < ) = 0< P(0—t)<e
se r é suficientemente proximo de 1.

| <

O]
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Aula 27

27) O problema de Dirichlet e o nicleo de Poisson (cont.)

Lema 27.1. Se u:  — R é harmoénica e F: U — € é holomorfa, entdo
uo F: U — R é harmonica.

Demonstragdo. A questdo é local. Dado zy € U, tome um disco D C
centrado em F(zp) e f € O(D) com u = Re(f) em D. Numa vizinhanga de
2o temos u o F' = Re(f o F'), que é harménica, pois f o F' é holomorfa. [

Observagao 27.2 (Problema de Dirichlet em outros dominios). Pelo lema e
pelo teorema da aplicacdo de Riemann, podemos resolver o problema de
Dirichlet em qualquer aberto simplesmente conexo 2 C C, desde que a
aplicacdo conforme F': 0 — D “se comporte bem” nas fronteiras: se F
se estende a um homeomorfismo @ — D e ¢: 9Q — R é continua, entdo
U = Ugyop-1 0 F & harmonica em €2 e se estende continuamente por ¢ em 0.

Exemplo 27.3 (O semiplano superior). Seja Q = H, com 0H = R. A
transformagao de Cayley

zZ—1

F:H — D, Z— -,
z2+1

se estende a um homeomorfismo F: R — 0D \ {1} (o ponto 1 € D
corresponde a “z = 00”). Dada ¢: R — R continua e limitada, a funcio
o F~1 ¢ limitada em 0D e continua fora do ponto 1. A demonstracio
do teorema anterior se adapta a esse caso: a integral de Poisson u,,p-1 €
harmonica em D e tende a p(F~1(wp)) quando z — wy € dD \ {1}. Pelo
lema, u = u,op-1 0 F' € harmonica em H e

lim u(z) = (o) para todo zp € R.

Z—X0

Formula explicita. Escrevendo ¢ = F(z) e fazendo a mudanga de varia-
veis w = e = F(s), s € R, na integral de Poisson, obtemos

. Lo y
1
A fungao Py(x) = Pl S ¢ o nitcleo de Poisson do semiplano. Note que

Py(x):}rlm(—l:iiy) ¢ /_O:oPy(x)dle (y > 0),

e que P, se concentra em z = 0 quando y — 07, assim como P, se concentra
emt =0 quandor — 1.
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o Ezemplo: se ¢ = 1(g ) (continua fora de 0), entao

1 fo° yds arg(z)
u(z) /0 @214 s < arg(z) <m,

que é de fato harménica (arg(z) = Imlog(z)) e vale 1 em (0,00) e 0
em (—00,0).

o Unicidade: em H (que nao é limitado), a solu¢do nao é tdnica sem
hip6teses adicionais: u(x + iy) = y é harmonica, continua em H e se
anula em R. Pode-se mostrar que a solugdo é tnica entre as fungoes
limitadas.

Observagao 27.4 (O principio de Dirichlet e a demonstracao original de Ri-
emann). O problema de Dirichlet estd na origem do teorema da aplicacao
de Riemann. Seja £2 C C um aberto limitado e simplesmente conexo, com
bordo “bom”, e seja zy € 2. Suponha que possamos resolver o problema
de Dirichlet em © com dado de bordo log|z — z|: existe h continua em ,
harmoénica em 2, com h(z) = log|z — zo| para z € 9Q. A fungio de Green
de Q com polo em 2y é

9(2) = log|z — 20| — h(2),

que é harmonica em 2\ {20}, se anula em 02 e tende a —oo em zp. Como
Q é simplesmente conexo, h = Re(H) com H € O(f2), e entdo

F(z) = (z — z9) e H®)

é holomorfa em (2, tem um unico zero (simples) em z( e satisfaz |F| = eY;
em particular, |[F| < 1em Qe |F(z)| — 1 quando z — 0f2. Com o principio
do argumento, mostra-se que F':  — D é bijetora.

Para obter h, Riemann usou o principio de Dirichlet (nome dado por ele):
a solugdo do problema de Dirichlet é a fungdo que minimiza a “energia”

E(u) ://Q\Vu|2d:cdy

entre as fun¢des com os valores de bordo prescritos. Weierstrass observou
que um tal minimo nem sempre existe, e a demonstragdo de Riemann so
foi tornada rigorosa mais tarde: por Osgood (1900), que construiu a fun-
¢ao de Green em dominios simplesmente conexos arbitrarios, e por Hilbert,
que justificou o principio de Dirichlet (1900-1904). As demonstragoes via
familias normais (Koebe, Carathéodory, Fejér e F. Riesz), como a que vimos
na Aula 25, evitam esse problema. Para o ponto de vista do problema de
Dirichlet, veja:

e R. Courant, Dirichlet’s Principle, Conformal Mapping, and Minimal
Surfaces, Interscience, Nova York, 1950;
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e J.Bruna e J. Cufi, Complex Analysis, EMS Textbooks in Mathematics,
European Mathematical Society, Zurique, 2013, Capitulo 9 (“The Rie-
mann mapping theorem and Dirichlet’s problem”), onde o problema de
Dirichlet é resolvido pelo método de Perron e o teorema da aplicagao
de Riemann é deduzido dele.

28) O teorema dos nimeros primos (enunciado)
Dado z > 0, seja

7(z) = ndmero de primos < z = Z 1.
psT

Exemplo 27.5. 7(10) = 4:
1’ @’ @7 47 @a 6; @, 8, 9, 10

A fungéo 7: [0,00) — R é uma fungao escada:

4 —
3 — o
2 — o
1 —
2 3 5 7 £

A infinitude dos primos é equivalente a

Jim m(x) = oo.
Gréfico para 0 < x < N grande (aqui N = 200):
m(x)

40 +

20

0 50 100 150 200
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Teorema 27.6 (Hadamard, de la Vallée Poussin).
() T xr — 00
T Jog ()’

N m(z)
(isto é, zh—%lom =1).
1000
log(1000)

Definicao 27.8. A integral logaritmica é a funcao
li(z) — / " i) 4 1(2),

o log(t) ——

cte

Exemplo 27.7. = 144,76 .. ., enquanto 7(1000) = 168.

onde Li(z) = [ dt/log(t).

Note que li(z) ~ % De fato, li(z) — oo (pois, para 1 < t < =,
og(x
@ > @, logo Li(z) > %) e, pela regra de L'Hépital,
li 1/1 1
lm @) /1og(z) g 8@

#55% 7/ log(x) @0 (log(z) — 1)/ log(a)? oo log(z) —1
Portanto, o TNP (teorema dos niimeros primos) é equivalente a
m(x) ~ li(z).
Exemplo 27.9. 7(1000) = 168, 1i(1000) = 177,609 ..
Observagio 27.10. A hipétese de Riemann implica que
m(x) — li(z) = O(x2 log(x)),

onde o expoente % é a parte real dos zeros nao triviais de ((s). Isto é muito
mais preciso que o TNP!

Mais geralmente, se
B = sup{Re(p) : ((p) =0, p zero nao trivial},
entao

m(z) — li(z) = O(z” log(x)).

Ims Res=0

115



Se B < 1, entdo o TNP segue. Mas nio se sabe mostrar que g < 113
Mas veremos (ao menos a ideia) que o TNP segue da propriedade mais fraca
seguinte: se Re(s) = 1, entao ((s) # 0.

Definicao 27.11. A funcio de von Mangoldt é

logp, sen é uma poténcia de um primo p,
A(n) =

0, se nao.

A fungdo de Tchebychev é

Y(@) =) An)= ) log(p)

n<ax m<
(soma sobre os pares (p,m) com p primo e m > 1).
Proposigao 27.12. Se i(z) ~ z, entdo 7(x) ~ x/log(x).
Demonstragao. QQueremos mostrar:

m(z) ﬂ <1

(i) lixlgiogf 2/ Tog(@) >1 e (ii) li;n_)solép 2/ Tog ()
Note:
v) = X 1og) = 3 [0 tog(y)
log(z) _
< gﬁ Tog(p) °8W) = (@) log(x)
@) _ )

r o x/log(z)’

Se ¢(x) ~ x, entao

1= lim inf v(z) /2 < 1&%%.

Isto mostra (i).

Para (ii), tome « € (0,1). Entao

U(x) =) log(p) > ) log(z®) > (n(x) — m(z®)) log(a®).

p<x HA I

3 Atualizagdo (novembro de 2026): em outubro de 2026, a OpenAl divulgou uma de-
monstracdo, produzida por um modelo de inteligéncia artificial, de que ((s) # 0 para
Re(s) > 7/8 (ainda sem revisdo por pares); em particular, 8 < 7/8. Veja os preprints em
https://github.com/openai/math.
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Logo,
Y(x) + am(x®)log(x) > an(z)log(zx),

fone V) | ) @)
x +ax/log(w) > am/log(:z:)'

Como m(z%) <z%ea <1,

m(x®)

o0 o/ log(x)

Logo,
. ¥(x) m(z%) : m(x)
1=1 > «al —_— .
v ( x * aw/ log(:n)) ey x/ log(x)
Fazendo o — 1, obtemos (ii). O

Observacio 27.13. A volta também vale, isto é, o TNP é equivalente a

(o) ~ .
Qual a relagdo com a funcao (7

Lema 27.14. Se Re(s) > 1, entdo

) §5 A
¢(s) =
Demonstragdo. Pelo produto de Euler,
1
((s) = H 1_ L
p - p
Lembrando que p~* = e *1°8P_ temos
1y 1
¢'(s) _ S (1- f) .y log(p>l,$
¢(s) ) 1- e D o
<1 > A(n
:_Zlog(p)z ms__z (s) O
p m*lp n=1 n
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Aula 28

29) O teorema dos nimeros primos (ideia da demonstragao)

Aula passada. Vimos:

NP = (@) = T, Al) ~ 2
) JAD)
) o (Re()> 1)

Note que 7(z) é uma soma sobre os primos p < x, enquanto ¥ (z) é uma
soma, sobre todos os inteiros n < x; por isso preferimos trabalhar com .

Proposicao 28.1. Se ¢ > 1, entdo

T 1 c+io0 $s+1 (s
/1 @Z)(u)duzz—m,/cﬂ'oo s(s+1)<_i“((s)))d8 (x> 1).

Trata-se de uma “transformada inversa de Mellin”

1 c+1i00
/ x %p(s) ds.

27 Je—ico

Cc

Esbogo da demonstragio. (i)

1 /CHOO a’® p 0, 0<a<l,
—_—as =
270 Je—ico S(s+1) 1-1/a, 1<a.
Ideia (a > 1): escreva a® = e°1°8(9) ¢ considere o contorno (T') formado

pelo segmento de ¢ — T a ¢+ 4T e pelo semicirculo C(T') de centro ¢ e raio
T a esquerda:

W) evir

o 1
%

~—c—iT 0<a<l1
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Pelo teorema dos residuos,

1 a® 1 1 c+iT'
R RS S I
273 Jy (1) s(s+ 1) R;:() a 2w\ Je—iT C(T)
Hese=1 o(/T)

Fazendo T" — oo, obtemos o resultado. Se 0 < a < 1, fechamos o contorno
com um semicirculo a direita, onde nao ha polos.

(ii) Como a série de Dirichlet converge absolutamente em Re(s) = ¢ > 1,
podemos trocar a soma com a integral:

1 ctico s+l C s c+ioo (x/n)s
o /Cfioo s(s+1) ( (s) ) ds = Z Aln Yo /cfioo s(s+1) ds
= Z A(n) I‘(l - ;)1[71700) (.’L‘)

:ZA (= n) L oo)(T)

:ZA (x—n)

nx

(iii) Por outro lado,

P(u) =Y An) =) An) 1 e0)(u),
n<u n=1
logo
/1 W(w) du = ;A(n) / 1100 (1) d
=Y Am)(z —n) 1 0)(2) = Y A(n)(z —n) O
n=1 n<x

T 2
Proposigao 28.2. / Y(u) du ~ % = Y(z) ~ .
1

Demonstragio. Seja ¢1(z) = [ (u)du. Como ¢ = )] é crescente (¢; é
convexa),
P1(Bz) — 1 ()

vi@) < =

Ve > 1.

119



(G}

inclinagéo v (z)

corda
X ﬁ.’L‘
Logo
T 1 T T
Y(x) < <¢1(52)ﬁ2_¢1(2))7
x g—1\ (Bz) x
logo
. ) 1 -1 _ p+1
< . — .
lmsup == < 577 3 2
Fazendo  — 1, obtemos limsup,_,., ¥ (z)/z < 1. A demonstracdo de que
liminf, .o ¢¥(z)/z > 1 é anéloga. O

Resta mostrar que
i /c+i<>o $5+1 (_ CI(S)) s x2
270 Je—ico S(s+1) ¢(s) '
F(s)

2

Ideia: ¢ — 1 ~» z° no integrando.

(i) “Principio da deformagao de caminhos”:

1 c+i00 1
/ F(s)ds = / F(s)ds,
(T)

onde ¥(7T') é o caminho abaixo.

rc—iT

Para isso, é preciso mostrar que

1 ctit
—/ F(s)ds —— 0
21 J14it t—00

120



(de modo que as integrais sobre os bordos das regides hachuradas se anulam
no limite). Isto segue de:

Teorema 28.3 (Comportamento em Re(s) > 1).

(a) C(s) #0 se Re(s) > 1

(b) para todo r > 0, ¢'(s)/¢(s) = O(|Ims|") em Re(s) > 1 (quando
Im s| — o0).

Agora passamos a um caminho da forma (7T, ¢), onde § > 0 é pequeno
o suficiente para que ¢ nao se anule no retangulo [1 — 4, 1] x [-T,T] (o que
é possivel pelo item (a)):

y(T) y(T,
Lc+iT 15+iTJ
s=1« AcC ~ A es=1

73

rc—iT 1—6—iTj —iT

Temos
1/ F(s)ds:l,/ F(s)ds—i F(s)ds
21 Jy(T) 2mi Jy(T) 211 Jy(T.9)
L, F(s)ds
2mi Jy(1.9)

1
:Ressle()—i-f/ F(s)ds
v(T,6)

27
_ x2 1 /
=2 T om

pois a diferenca v(T) — v(T, ) é o bordo, orientado positivamente, do re-
tangulo de vértices 1 — d £ 4T, ¢ £ 4¢T, que contém o polo s = 1:

A

1—-0+44T c+iT

Y

1-6—14T c—iT
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Aqui usamos que —(¢’/¢ tem um polo simples de residuo 1 em s = 1, logo

s+l C/(S))) T

Resset Fls) = Reseen (7035 (=

Seja e > 0. Usando novamente o teorema (item (b)), encontramos 7' > 0

tal que
1
— | F
‘27”, [/1 (s)ds

Em v3: |21+%] = 21170 = 2279; logo existe C' (dependendo de T e 6) tal
que

1 15
— [ F(s)ds| < =22
omi | F) s < 5o

I

1
l—. F(s) ds’ < Cx?79,
271 Jyg
Em 2, 4
1 1 ! 2
‘7/ F(s)ds‘ < (const)/ 2o de < = 2 ,
270 J~; 1-6 2 logx

pois 2117 = e(Ito)logz 1400
T 2 2
‘ / Y(u) du — %’ <er? + 02?0+ C'L
1

logo

x?/2

Assim, limsup,_, | J{" ¢(u) du/(2%/2) — 1| < 2e. Fazendo ¢ — 0, conclui-
mos que

T $2
/1 P(u) du ~ CR

Resta mostrar o teorema sobre o comportamento em Re(s) > 1. Mos-
traremos apenas a nao anulacao em Re(s) = 1.

Lema 28.4 (3-4-1). 3+ 4cosf + cos(26) > 0 para todo 0 € R.
Demonstragdo. Como cos(260) = cos? § —sen? § = 2cos? 6 — 1,

0 < 2(1 4 cosf)? = 2(1 + 2cos + cos® 6)
=2+ 4cosf +2cos’ =2 +4cosf + (14 cos26). O

Corolario 28.5 (de la Vallée Poussin). Se 0 > 1 et € R, entdo

log [¢* () ¢*(o +it) C(o + 2it)| > 0.
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Demonstragdo. Temos

log(---) = 3log|¢(o)| + 4log|¢(o + it)| + log|¢ (o + 2it)|
= 3Re (log((0)) + 4Re (log (o +it))
+ Re (log (o + 2it)) =: ().

Usando —log(l —u) = 3,51 u"/me

1 _ e—slogpm _ 1 e—iIm(s)logpm
pms - - mee(s) ’
temos, para Re(s) > 1,
1 1
RelogC(s)zRelong T :—Re210g<1——s>
- s p
P p 2

1 cos (Im(s)logp™)
:Re;;mpms :zp:; mmee(s) ’

Logo,
1
() = zp: 2 g (3 + dcos(tlogp™) + cos(2tlogp™) ) >0,
pelo lema 3-4-1. -

Demonstragio de (a) (no caso Re(s) =1). Suponha, por absurdo, que
C(1+1itg) = 0 para algum tg # 0. Como ((s)/(s— (1+itp)) é limitada numa
vizinhanca de 1 4 ¢y, temos

|C(U+it0)|4:O((a—l)4), oc— 1.
Usando que s = 1 é um polo simples de (, concluimos similarmente que
K@) =0(c—-1)7%), o—1
Como ¢ é holomorfa em 1 + 2it,
I¢(o + 2itg)| = O(1), o— 1.
Isto mostra que, para o > 1,
1< |¢3(0) C(o +ito)* (o + 2itg)| = O(0 — 1), o — 1T,

o que implica lim,_,y+(---) = 0, contradizendo (---) > 1. Absurdo! O
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Provas

Vérias das questoes abaixo foram tiradas (ou adaptadas) dos exercicios do
livro de Stein e Shakarchi.

Prova 1 — 15/04/2026

Questao 1 (2,5 pontos). Marque verdadeiro (V) ou falso (F) e justifique
rapidamente.

(a)

(b)

()

(d)

(e)

(V) Se f: C — C é uma funcao de classe C' tal que %
sua conjugada complexa f é uma funcao inteira.

0, entao

(V) Se uma série de poténcias converge em todo ponto de um disco
aberto centrado na origem, entdo ela converge absolutamente neste
mesmo disco.

(V) Dados a,b,c € C com a # 0, se f(z) = az? + bz + ¢, entdo existe
um ponto z no circulo unitario tal que |f(2)| > |al.

(V) Existe uma fungdo inteira ndo constante limitada em todo sub-
conjunto da forma {z € C: Rez = ¢}, com c € R.

(F) Existe uma fungao inteira f tal que f(1/n) = (—1)"/n para todo
inteiro n > 1.

Solugdo. (a) f é inteira pois ¢ de classe C' em C e satisfaz as equacoes de

“Ri . Of _0f —
Cauchy-Riemann: 77 = 57 =

Segue da seguinte propriedade do raio de convergéncia R: a série con-
verge absolutamente se |z| < R e diverge se |z| > R.

Pela estimativa de Cauchy no disco unitdrio: [2a| = |[f”(0)] <
2sup|, 1|/ (2)] = 2max .11 [f(2)]

Rez

A fungdo exponencial: |e*| = "% = e° na reta Rez = c.

Por absurdo, uma tal funcdo f coincidiria com 2z em todo ponto da
forma 1/(2k) e com —z em todo ponto da forma 1/(2k + 1), o que
implicaria z = —z para todo z € C, pelo principio da continuacao
analitica.

Solugdo alternativa: por continuidade, f(0) = 0. Como f é holomorfa
em 0, o limite f/(0) = limy, 00 f(1/n)/(1/n) = limy 0o (—1)™ existiria,
o que é absurdo. O
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Questao 2 (2 pontos).

(a) Mostre que, se f: D1(0) — C é uma funcdo holomorfa tal que |f| é

constante, entdo f é constante.

(b) Determine o raio de convergéncia da série de poténcias

[e.9]

f(z)=> (n+2)(n+1)"

n=0

e calcule o valor exato de f(1/2).

Solugdo. (a) Pelas equagbes de Cauchy—Riemann,

of _
5z =0 (1)

Podemos supor que f nao é identicamente nula. Como |f| é constante,
isto implica que f nunca se anula. Logo,

_OlfP _off) »of+ of

0= 9z 9z 0z 2550’ 2)

onde usamos novamente as equagoes de Cauchy-Riemann, na forma
% = % =0, em (). Concluimos de (1) e (2) que % e % se anulam

identicamente no conexo D;(0). Portanto, f é constante.

A série geométrica 1/(1—2z) = > 7° ;2" tem raio de convergéncia 1; em
particular, suas derivadas tém o mesmo raio de convergéncia. Como
f(2) é a segunda derivada de > >, 2", concluimos que f tem raio de
convergéncia 1 e

=5 (1)

Questao 3 (2,5 pontos).

(a)
(b)

Enuncie a formula integral de Cauchy e esboce uma demonstracao.

/ dz
cl4 22’

onde C' é o circulo de centro 1 + ¢ e raio 2, orientado positivamente.

Calcule
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Solugio. (a) Se Q é um aberto contendo um disco fechado D, f: Q — C

¢é holomorfa e z € D é um ponto do interior do disco, entao

f(z) = L Sw) dw.
2m Jop w — z
Para uma demonstracao, consideramos “contornos de fechadura” com
circulo maior 0D, circulo menor de raio € > 0 centrado em z e corredor
de largura 6 > 0. Como f(w)/(w — z) é holomorfa numa vizinhanga
do contorno e do seu interior, o teorema de Cauchy implica que sua
integral sobre esses contornos se anula. Fazendo § — 0, obtemos

2 .
(@) gy :/ T gy =i [ fz + ety at
oD W — Z Co(z) W— 2 0

para todo € > 0 suficientemente pequeno. Fazendo ¢ — 0 e usando a
continuidade de f em z, concluimos que a integral acima vale 27i f(z).

Note que 1/(1 + 2%) = 1/((z — i)(2 + i)) e que o ponto i estd no
interior do circulo (pois |1 +i —i] = 1 < 2), mas —i nao estd (pois
|1 +4— (—i)] = |1+ 2i] = v/5 > 2). Logo, 1/(z +1i) é holomorfa numa
vizinhanga do disco fechado Ds(1 + i) e podemos aplicar a férmula
integral de Cauchy:

/ dz :/Mdz:%ri- 1,:71'. OJ
C C

1422 z—1 1+

Questao 4 (4 pontos). Lembremos que I'(s) = [ e “2* 1 dz (se Res >
0) e ((s) =>p2;n° (se Res > 1). O objetivo desta questao é demonstrar
que a fungdo holomorfa I'(s)((s), definida em Q = {s € C : Res > 1},
admite uma continuacao analitica a

V={seC:5#1,0,—1,-2,-3,... }.

Sejam

(a)

(b)
()

1 xs—l o0 JJS_I
1'1(3):/0 eﬂﬁ—ldx’ IQ(S):/I eff—ldx'

Mostre que, para todo s € Q, vale I1(s)+I2(s) = T'(s)((s). Neste item,
nao é preciso estudar a convergéncia das integrais; apenas verifique a
identidade formalmente.

Mostre que I5(s) define uma fungao inteira.

Seja B,, 0 n-ésimo ntimero de Bernoulli.* Mostre que, para todo s € £,
vale

> B
B g R —
—nl(s+n—1)
40s ntimeros de Bernoulli sio definidos por T =) %x”
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(d) Verifique que a série do item anterior converge em todo ponto de Q' e
define uma funcao holomorfa neste aberto.

Solugio. (a) Temos

00 xsfl 0o a1 e %
11(8)"‘12(8):/0 ez—ldx:/o T mdiﬁ

) 0 0 o0

:/ xs—l Z e T oy — Z/ e—nmxs—l da
0 n=1 n=1 0

t =1

=nx —tys—1

2y /0 £ dt = C(s)T(s)

(b) A integral I2(s) é absolutamente convergente para cada s € C pois,
quando z — o0,

= = O(e /7).

Para todo inteiro n > 1,

n s—1
fn(s):/1 x dx

et —1

é uma funcao inteira, pois o integrando é uma fungao continua de (s, =)
em C x [1,n] e inteira na varidvel s para cada = € [1,n] fixado. Resta
ver que fr(s) = I2(s) uniformemente em todo compacto de C. Seja
oo € R e seja C = C(0p) uma constante tal que

< Ce /2 para todo x > 1.

Se Res < 09, entdo |25 <z ! paraxz >1e

[e'e) LUUO_I

12(s) — fuls)| < [

n er—1

da:éC/ e 2 dy —— 0.

n—o0

Note que a convergéncia é uniforme no conjunto dos s com Re s < oy,
que contém qualquer compacto dado para ogy grande.

Observagao: também é possivel justificar que I3(s) é inteira usando os

teoremas de Morera e de Fubini.

(c¢) Expandindo em série de poténcias (absolutamente convergente se |z| <
27),

T T < B
_ .73572 _ .73572 Z najn.
er —1 er —1 s n!

127



Como Re(s —2) > —1, a fungdo acima ¢é integrével no intervalo [0, 1]
e, integrando termo a termo, obtemos

s+n—2 _ Bn
Zn'/ do = Zn'(s—i—n—l)

n=0 0

Seja R > 0 e seja N = N(R) tal que 1/(s +n — 1) é holomorfa numa
vizinhanca de K = Dg(0) para todo n > N (isto é, N > R+ 1).
Basta verificar que a série de fungées holomorfas Y-,y Bn/(n! (s +
n —1)) converge uniformemente em K: os finitos termos restantes sao
holomorfos em K N Q. Existe ¢ = ¢(R) > 0 tal que

ls+n—1]>¢c

para todon > N e todo s € K (por exemplo, ¢ = a distdncia de K ao
conjunto dos inteiros 1 —n com n > N). Logo,

‘ B, ‘glanl_
c n!

nl(s+n—1)

Como > o2 | By|/n! converge (pois a série de poténcias de z/(e* — 1)
tem raio de convergéncia 27 > 1), concluimos pelo teste M de Weiers-
trass que Y.,y Bn/(n! (s+n—1)) converge absoluta e uniformemente
em K.

Comentario sobre integracdo termo a termo. Nos itens (a) e (c),
trocamos uma integral impropria com uma soma infinita, o que nem sempre

é permitido. Nos casos acima, isso pode ser justificado pelo teorema da

convergéncia dominada de Lebesgue, ou por uma conta direta. Por exemplo,

no item (a):

N
00
C(S) = lim Z / et dt = lim Ze*nmxsfl dx
n=1

N—>oo N—oo Jo

-z _ o —(N+1)z

= lim T 2 Ldx
N—oo Jo 1—e2
oo efNa:
=I(s) + Iz2(s) — lim =¥ .

N—ooJg €e*—1

O dltimo limite se anula pois, usando que e* — 1 > x, a integral dentro do

limite é limitada (em médulo) por I'(oc — 1)/N7~ 1, onde 0 = Res > 1.
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Prova 2 — 24/06/2026

Questao 1 (3 pontos). Marque verdadeiro (V) ou falso (F) e justifique
rapidamente.

(a) (V) Os residuos da funcdo racional (5z* —4)/(2% — 4z + 2) sdo todos
inteiros.

(b) (V) O polinémio z* — 8z + 10 nio tem nenhuma raiz no disco unitério
D.

(c) (F) Se © C C é um aberto qualquer e u: @ — R é uma fungao
harmonica, entdo u é a parte real de uma funcdo holomorfa em (2.

(d) (V) Existe uma funcao holomorfa sobrejetiva de D em C.

(e) (F) Se log denota o ramo principal do logaritmo, entdo log(z?) =
2log z em todo z onde log z e log(z?) estdao definidos.

(f) (F) A funcdo I' tem singularidade essencial no infinito.

Solugdo. (a) Esta fungao racional é a derivada logaritmica f'/f de f(z) =
2% — 4z + 2; portanto, seus residuos sao as multiplicidades dos zeros
de f (que nao tem polos).

(b) Tomando f(z) = 10 e g(z) = 2* — 82, temos |f(z)| = 10 > 9 > |g(2)|
sempre que |z| = 1. Pelo teorema de Rouché, f + g tem o mesmo
numero de zeros que f em D, ou seja, nenhum.

Solugdo alternativa: as escolhas f(z) = z4+10 e g(z) = —8z, ou ainda
f(z) =10 — 8z e g(z) = z*, também funcionam.

(c) Isso sé vale em geral quando 2 é simplesmente conexo. Por exemplo, a

fungao u(z) = log|z| ndo é a parte real de nenhuma func¢do holomorfa
em 2 =C\ {0}.

(d) Basta considerar uma aplicacdo conforme de D sobre um semiplano
aberto que contém uma reta pela origem (por exemplo, {Rez > —1})
e compor com z — z2: todo w € C tem uma raiz quadrada com parte
real > 0.

(e) Se z = 627”'/3, entao log(zQ) = log(e47ri/3)

2log z = 4mi/3.

= 4mi/3 — 2mi, enquanto

(f) O infinito ndo é uma singularidade isolada de I', que tem polos em
todos os inteiros < 0. ]
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Questao 2 (3 pontos). Os itens a seguir sao independentes.

(a) Obtenha a expansao em série de Laurent centrada em 3i da funcgao

_
(224 9)2

e determine o seu maior dominio de convergéncia. (Dica: considere
primeiro a funcio 1/(z? + 9).)

(b) Calcule
1+i00 z z
/ % &% iim e dz,
1—ico 2(2+1) R—+o0 Jy, 2(2 4+ 1)
onde vg ¢ o segmento de reta de 1 —iR a 1+ ¢R. (Dica: considere
semicirculos de raio R com base na reta Rez = 1.)

Solugio. (a) Temos

1 1 1 1 1 1/(61)

249 (z—3i)(z+3i) 2z—3i 6i+(z—30) _z_3i'1_|_zgi3i

I ) T TN ) D,
_2—32'7;::0 6i ( 6i > _ngl (6i)n+2 (2—31) .

A série geométrica acima converge absolutamente se 0 < |z — 3i| < 6,
isto é, para z € Dg(3i) \ {3¢}. Derivando termo a termo,

-2z (—1)n*lin
EEDNPYRCES

n=-—1

z—3i)"

ou seja,
+1) n
(Z2+9 ) Z 6Z n+3 ( 732) )
com maior dominio de convergéncia o disco furado Dg(37) \ {37}.

(b) Seja f(z) = e*/(2(2+1)). A fungdo f tem polos simples em 0 e —1,
com residuos

0 -1

e
0+1

1
Res,—o f = =1, Res,—1 f=— = -

-1

Seja C'r o semicirculo de centro 1 e raio R, a esquerda da reta Rez = 1,
com ponto inicial 1 + iR e ponto final 1 —iR. Se R > 2, o teorema
dos residuos da

[ f@) et [ () dz=2mi (1 _ 1) . (%)

Cr €
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Se R>2ez€Cg,entdo |z — 1| = ReRez < 1;logo |z| > R—1,
lz+ 1] >R—-2e

)= — ¢
z)| = < )
|z||z + 1] (R—1)(R-2)
Portanto,
erR
2)dz| { ——————— —0, R — +o0.
A Ty )

Tomando o limite em (%), concluimos que a integral do enunciado vale

omi(1 — 1/e). O

Questao 3 (2 pontos). Seja f uma funcao inteira injetiva. O objetivo
desta questao é mostrar que f é uma funcao afim, isto é, da forma f(z) =
az + b para alguns a,b € C, a # 0.

(a) Mostre que f nao tem uma singularidade removivel no infinito.
(b

)

) Mostre que f ndo tem uma singularidade essencial no infinito.
(c) Mostre que f é uma fungdo polinomial.

)

(d) Conclua que f é afim.

Solugio. Seja g(z) = f(1/z). Note que g é injetiva, holomorfa em C\ {0} e
limitada quando |z| — +o0.

(a) Por absurdo, se g tem singularidade removivel em 0, entdo g se es-
tende a uma funcéo inteira e limitada. Pelo teorema de Liouville, g é
constante, o que contradiz a sua injetividade.

Solucdo alternativa: também é possivel argumentar pela série de Lau-
rent.

(b) Por absurdo, suponha que g tem singularidade essencial em 0. Pelo
teorema da aplicagio aberta, U = g(C \ D) é aberto (e nio vazio).
Pelo teorema de Casorati-Weierstrass, V = ¢g(D \ {0}) é denso em C.
Logo, U NV # (), o que contradiz a injetividade de g.

(c) Pelos itens (a) e (b), f tem um polo no infinito e, portanto, define uma
funcdo meromorfa na esfera de Riemann. Por um teorema visto em
aula, f é uma funcao racional. Como f nao tem singularidades em C,
f é polinomial.

(d) Seja n > 0 o grau de f. Basta observar que, se n # 1, entdo f nao é
injetiva:
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e sen =0, entdo f é constante;

o sen > 2, sejaw € C tal que todos os zeros de f(z)—w sdo simples:
basta tomar w fora do conjunto finito f({z € C : f'(z) = 0}).
Pelo teorema fundamental da élgebra, f(z) — w tem n > 2 zeros
distintos. ]

Questao 4 (3 pontos).

(a)

(b)

()

Construa uma funcao holomorfa de ID em si mesmo sem nenhum ponto
fixo. (Dica: considere primeiro o semiplano superior.)

Dado a € D, mostre que existem infinitos automorfismos do disco que
tém « como ponto fixo.

Mostre que, se f: D — D é uma funcdo holomorfa com dois pontos
fixos distintos, entdao f é a identidade.

Solugio. (a) A aplicagdo T'(z) = z + 1 é um automorfismo do semiplano

superior H sem nenhum ponto fixo. Se C': H — D denota o biholo-
morfismo z + (2 —4)/(z + 1), entdo C o T o C~1 é um automorfismo
de D sem nenhum ponto fixo.

Dado 0 € R, seja Ry: D — D a rotacdo z — €%z, que tem 0 como
ponto fixo. Se 1,: D — D denota o automorfismo involutivo z
(a — 2)/(1 — @z), que troca 0 e «, entdo todo automorfismo da forma
1Pq 0 Rg 01, tem « como ponto fixo. Para ver que eles sdo em niimero
infinito (ndo enumeravel!), basta observar que

o 0 Rgo g =1q 0 Ry 0tpy < Ry= Ry <= 0 -0 €217

Sejam a # [ pontos fixos de f. Entdo g = 14 o f 0 9, é uma funcao
holomorfa de D em D tal que g(0) = 0, e g tem o ponto fixo ¥, (5) # 0.
Como |g(20)| = |20] em 2o = ¥a(B) # 0, segue do lema de Schwarz
que g é uma rotagao; como g tem um ponto fixo diferente de 0, g é a
identidade. Logo, f = 14 0 g 0 ¥, também é a identidade. O
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Anexo

A férmula integral de Cauchy
e o teorema fundamental da algebra

Tiago J. Fonseca — abril de 2026

Seja U C C um aberto e f: U — C uma funcio de classe C'. Denotando
um numero complexo z € U por z = x + iy, com x,y € R, podemos inter-
pretar f como uma funcio em duas varidveis reais x,y a valores complexos.

A diferencial, ou derivada exterior, de f é dada pela férmula

_Of 4. 9f
& =, de+ 5y

O objeto acima é uma 1-forma diferencial (de classe C°) em U a valores
complexos, que podemos reescrever da seguinte maneira:

1r70f .Of ) 1/of .0f ) .
df = - | = —i=— ) (d d — | = +i= ) (dx —idy).
/ 2(836 l@y)(x—'—l y)+2(8x+28y (do —idy)
Repare que dz+i dy = dz (a diferencial da identidade z +— z) e de—idy = dz
(a diferencial da conjugacao complexa z — Z). Assim, se definirmos os

operadores diferenciais, ditos operadores de Cauchy—Riemann, ou derivadas
de Wirtinger,

0 _1(0 0y b 10 0
0z 2\0x 0oy)’ 0z  2\0z Oy)’

obtemos a seguinte expressao alternativa para a diferencial de f:

of of

df = —dz+ == dz.

f 5, “* + oz ¢
Definigao 1. Dizemos que f é holomorfa se df/0zZ = 0 identicamente em U.
Neste caso, denotamos 9f/0z = f' e denominamos esta fungao de derivada

compleza de f.

Observacio 2. Considerando as partes real e imaginaria de f na equagdo
0f/0z = 0, obtemos as chamadas equagoes de Cauchy—Riemann.

Segue das regras usuais de derivagao para derivadas parciais (linearidade,
regra do produto) que o conjunto de fung¢des holomorfas em U forma uma
C-4lgebra, e que a derivada complexa é C-linear e satisfaz (fg) = f'g+ f¢'.
Além disso, se a € U é tal que f(a) # 0, entdo a func¢do 1/f é holomorfa em
uma vizinhanca de a e vale (1/f) = —f'/f2.

5Aqui, estamos supondo de inicio que f seja de classe C'. Na maioria das re-
feréncias, a holomorficidade é definida somente em termos da existéncia dos limites
f'(2) = limp0 M Esta defini¢do implica, de maneira nao trivial, que f é neces-

sariamente de classe C, e pode-se mostrar entdo que ambas as definicdes séo equivalentes.
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Exemplo 3 (Fungoes polinomiais). Um célculo direto mostra que a fungao
identidade z — z é holomorfa:

0z 170 0 1 9

= e ) = =(1+42) = 0.

5 = <ax+za)(x+zy) 2( +1i%)

Verifica-se diretamente, também, que 0z/9z = 1. Entao, pelas observagoes
acima, todo polinémio com coeficientes complexos f(z) = a,z"+- - -+ajz+ag

define uma funcao holomorfa em C cuja derivada complexa é dada pela regra
usual: f'(2) = napz" '+ +ay.

A seguir, utilizaremos a seguinte reformulagdo de holomorficidade em
termos de formas diferenciais.

Lema 4. Uma funcio f: U — C de classe C* é holomorfa se, e somente
se, a 1-forma fdz € fechada.

Demonstragdo. O enunciado segue imediatamente da equacao abaixo, valida
para qualquer funcio f: U — C de classe C':

d(fdz) =df Ndz = (afd + afcf)/\dz = a—{d?/\dz = 210—{ dxNdy. O
0z 0z 0z 0z

Teorema 5 (Cauchy). Seja f: U — C uma fungio holomorfa, D um disco
fechado contido em U e a € D um ponto no seu interior. Entdo:
flay= —— [ L&)y,
27 Jop Z — a
A integral acima € tomada no sentido da integracio de formas diferenciais
em subvariedades. O circulo 0D € considerado com a sua orienta¢do positiva
usual.

Demonstragio. Dado um ¢ > 0 suficientemente pequeno, seja A. = D \
D.(a) o subconjunto fechado de D dos pontos a distancia pelo menos € de
a. Como a fungdo z — f(2)/(z — a) é holomorfa em uma vizinhanca aberta
de A., segue do Lema 4 e do teorema de Stokes que

R

Considerando a parametrizacgao v: [0, 27] — 0D.(a) dada por y(t) = a+ee®,
obtemos:

a)Z—a z—a y(t) —a
2 fla+eelt) 2 ,
= / — zee” dt =1 f(a+ee™)dt.
el 0
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Dali, segue de (1) (que vale para qualquer ¢ > 0 suficientemente pequeno) e
da continuidade de f em a que

) 4 im 1) 4,
oD z —a e=0JaD.(a) 2 — @
2m . 2m
=i lim fla+ee®ydt =i | f(a)dt =2mif(a). O
e—0 Jo 0

O resultado acima é surpreendente pois afirma que os valores de uma
func¢do holomorfa no interior de um disco sdo completamente determinados
pelos seus valores no bordo deste disco. E uma manifestacio da “rigidez”
das fung¢oes holomorfas.

Observagdo 6. Uma consequéncia mais ou menos imediata da féormula inte-
gral de Cauchy, que ndo faremos aqui, é que fungdes holomorfas sdo ana-
liticas, isto é, localmente dadas por séries de poténcias; em particular, sdo
infinitamente diferencidveis.

A seguir, precisaremos apenas do coroldrio seguinte, que também é bas-
tante surpreendente, pois diz que uma derivada é uma integral!

Corolario 7 (Cauchy). Nas condigoes do teorema anterior, a derivada com-
plexa de f em a é dada por:

oy 1 f(z)
f'(a) /aD(dz.

T omi z—a)?

Demonstragdo. Considerando @ como uma varidavel complexa na férmula
integral de Cauchy, basta aplicar o operador d/da e utilizar o resultado
classico de “derivacdo sob o sinal da integral” para funcdes de classe C!
(também conhecido como regra de Leibniz). O

Uma func¢ao holomorfa em todo o plano complexo é dita func¢do inteira.
Pelo Exemplo 3, fungoes polinomiais sdo inteiras.
Teorema 8 (Liouville). Toda fungdo inteira e limitada é constante.

Demonstragdgo. Como f ¢€ inteira, se a € C e R > 0, segue do Corolario 7 e
da “desigualdade triangular para integrais” que

ol < ] £(2)
@<y [ az]

(z —a)?

1 (Sup.copp)lf(2)] sup.ccl|f(2)|
_ < —==- " 7
<5 ( 72 2mR < A

Note que sup,cc|f(z)| é finito pois f é limitada. Fazendo R — oo, obtemos
f'(a) = 0. Como isto vale para um a € C arbitrario, temos que df = f'dz =
0 identicamente em C. Como C é conexo, concluimos que f é constante. [
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Corolario 9 (Teorema fundamental da algebra). O corpo dos nimeros com-
plexos € algebricamente fechado.

Demonstragio. Seja n > 1 um inteiro e f(z) = apz™ + -+ + a1z + ap uma
funcao polinomial com coeficientes a; € C, para j = 0,...,n, e suponha que
an # 0. Por contradicdo, se f ndo se anula em nenhum ponto de C, entao a
funcdo 1/f é inteira. Mas

1 1 1 1
f(z)]  Japz™+ -+ a1z + ao \z\”‘an_,_..._,_ a1 | ao

on—1 n

tende a 0 quando |z| — oo. Como 1/f é continua, isto implica que 1/f é
limitada. Pelo teorema de Liouville, 1/f é constante. Logo, f é constante,
o que contradiz as hipéteses n > 1 e a,, # 0. O
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